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第 一 童 实验 几何 学 


任何 一 门 科学 都 离 不 开 实验 ,都 亦 外 平实 事 求 是 地 去 认识 
和 反映 现实 世界 的 本 质 并 且 用 来 解决 问题 ， 几 何 学 这 门 渡 远 流 
长 ,多彩 多 姿 的 学 科 在 它 的 古 胎 时 期 就 与 人 类 的 生产 实践 活动 
有 着 密切 的 联系 ,这 一 段 时 期 的 几何 学 我 们 称 为 袜 验 几何 学 . 
它 的 中 心 课题 是 : 通过 对 现实 进 界 (空间 ) 的 各 种 物体 (几何 多 
形 ) 的 形状 、 竹 质 以 及 它们 之 间 的 相互 关系 (位 置 ) 的 实验 观察 、 
分 析 综 合 ,确立 空间 的 基本 概念 ,把握 空间 的 基本 性 质 ， 它 也 是 
告 测 元 章 蛮 讲 到 的 推理 几何 学 中 用 米 推 型 研究 其 他 空间 性 质 
和 解决 各 种 几何 问题 的 依据 与 基础 ， 从 方法 论 的 观点 来 看 , 实 
验 儿 何 学 就 是 从 一 些 直觉 直观 的 现象 申通 过 实验 分 析 发 现 事物 
内在 的 本 质 和 联系 , 发 现 几何 问题 , 提炼 出 几何 思想 , 从 而 去 解 
决 问题 ， 这 种 治学 方法 在 几何 学 ( 帮 至 各 种 科学 ) 发 展 的 不 同 层 
次 上 都 有 着 其 重要 的 作用 ,即使 在 人 类 文化 高 度 发 达 的 今天 依 
然 是 科学 研究 中 一 个 不 可 缺少 的 法 宝 . 

由 了 于 本 章 的 许多 知识 都 是 读者 在 初等 几何 中 热 知 的 ,因此 
我 们 的 叙述 并 不 追 求 通常 教科 书 式 的 系统 和 顺序 ,即使 对 某 冀 
概念 ,定义 作 比 较 详 绍 的 研讨 也 只 是 为 了 遵循 历 史 的 线 素 ,剖析 
实验 几何 学 方法 论 上 的 特点 和 意义 ， 


第 一 节 点 、 直 线 与 平面 的 相互 关系 
平 兽 是 空间 中 最 简 泡 ,最 常见 的 基本 图 象 ,它们 
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可 以 说 是 京 间 各 种 图 策 的 组 成 单元 ， 本 闻 将 对 它 让 的 真 观 内 容 
各 相互 关联 如 以 分 析 , 从 而 确定 几何 学 中 点 、 直线、 平面 这 三 个 
基本 概念 , 并 且 总 结 关于 点 、 直线 . 平面 之 癌 相 互 英 联 的 空间 芝 
本 人 性质. 


一 、 点 与 直线 

现实 空间 中 万 物 都 有 各 自 的 位 置 , 各 得 其 所 ,. “位 置 "是 空 
闻 中 最 原 冶 也 是 最 基本 的 单元 ,空间 万 是 所 有 位 置 的 总 和 。 在 
玫 爷 音 中 ,我 们 换 一 种 说 法 ,一 个 位 置 就 是 一 个 "点 "， 所 以 从 概 
念 上 来 说 :点 就 是 位 置 的 抽象 化 ,而 空间 就 是 点 的 集合 ， 例 如 在 
一 张 地 图 上 ,我们 以 一 个 个 小 黑 点 来 球 记 各 地 的 柱 置 。 

再 者 ,在 日 常生 活 中 ,我 们 经 常 要 从 一 个 地 方 走 到 另 一 个 地 
方 ; 抽象 地 说 , 就 是 一 个 “ 动 点 " 从 一 个 点 的 位 置 移动 到 另 一 个 
点 的 位 置 ， 这 个 动 点 所 经 过 的 路 短 叫 依 它 的 轨迹 ， 所 以 , 容 间 
中 第 二 个 最 原始 的 基本 概念 就 要 算 “路 很 ” 了， 在 几何 学 中 , 我 
们 用 一 条 "线段 "(通常 是 曲线 段 ) 六 表示 路 径 ， 如 下 图 所 孙 , 设 
王 .Q 两 点 分 别 表 示 窑 间 相 异 的 两 个 点 ; 贴 连结 于 P.O 两 点 之 间 

的 各 种 可 能 路 径 有 从 多 入 多 : 


活 昌 如 此 ,在 实际 生活 中 ， 

NAA_ AN 我 们 都 希 记 直 “捷径 ”， 也 训 是 

< 走 最 找 的 路 径 ， 经 验 告诉 我 们 

这 条 捷径 就 是 连接 这 两 点 已 

图 tt 的 “再 线段 "， 所 以 ,直线 段 又 

是 路 径 中 最 简单 这 用 ,最 时 本 的 ~ 种。 光线 的 存在 明显 地 启示 
了 连接 相 异 两 点 P,Q 的 直线 段 的 玲 一 存在 性 , 

连结 P.Q 商 点 的 直线 段 用 PQ 表示 。 设 为 其 工 任意 一 

点 , PQ 可 以 看 成 是 直线 肥 PS (或 Q5) 寅 开户 (或) 点 让 他 
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的 结果 (图 1-2)， 经 验 告诉 我 们 ,这 种 延伸 可 以 无 休 小 地 继续 ， 


字 霄 之 大 , 永 无 尽头 ， 也 就 是 s 
说 ,对 于 空间 相 异 两 点 已 OO， 人 
不 但 有 一 条 唯一 的 最 短路 径 时 1 


一 一 "二 线 禾 PQ", 而 且 蝶 玲 一 地 确定 了 一 条 可 以 向 两 端 无 限 
延伸 的 整 条 “直线 "， 这 就 是 现实 空间 的 一 个 基本 人 性质 ， 

基本 性 质 1 空间 机 措 两 点 叭 一 决定 一 条 直线 ,直线 可 以 无 
外 延 伸 . 

在 描述 现实 世界 的 各 种 不 同 的 空间 模式 中 ,两 个 相 江 点 之 
间 的 最 短路 径 的 存在 唯一 竹 仍 是 需 妈 考虑 的 最 基本 河 题 之 一 . 
这 个 时 候 的 最 短路 径 叫 做 " 测 屯 线 " ， 例 如 ,在 二 维 球面 S* 这 个 
空间 模式 中 , 两 点 之 癌 的 最 短路 径 就 是 连结 这 两 点 的 大 夯 劣 纪 . 
关于 这 一 点 ,我 们 将 在 第 六 章 中 详 述 ， 


二 、 长 度 的 度 轩 


直线 段 PQ 是 连接 空间 中 两 相 异 点 了 . Q 的 所 有 路径 之 最 
短 者 ,换言之 ,一 个 人 以 同样 的 速度 沿 不 同 的 路 你 从 已 走 到 @ 
所 花 的 时 间 以 洪 喜 线段 PQ 走 所 花 的 时 间 为 最 少 ， 所以, 一 条 
路 径 的 长 和 短 可 以 用 数量 来 刻 刘 ,这 个 数量 就 是 长度” 

比较 两 地 的 远近 , 自然 只 要 比较 它们 相应 的 直线 段 长 度 - 
所 以 比较 路 径 长 重 中 最 基本 者 是 比较 直线 段 的 长 度 。 隙 这 种 比 
较 可 以 简便 地 用 -条 直线 段 去 * 量 "号 一 条 直线 段 的 方法 来 实 
现 . 泊 许 多 条 8 股 奖 加 以 比较 时 ,方便 的 办 法 是 人 为 地 选 定 一 
个 线 段 作为 “单位 长 ", 例 如“ 米 ” 就 是 现今 世界 各 国 所 约定 通用 
的 单位 长 度 ，， 度 妈 一 条 直线 段 的 长 度 也 就 是 去 求 出 它 
和 疙 位 长 之 闻 的 "比值 "， 例 如 比 人 是 365, 则 称 该 线段 的 长 度 
为 365 米 ， 
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长 谋 是 -一 个 常用 的 基本 几何 量 . 直线 段 PQ 的 长 度 叫做 
P,Q 滑 点 之 同 的 距离 , 常 记 为 [PQI， 显 然 , 它 具 有 可 加 性 , 即 
党 5 点 在 直线 段 PQ 上 , 则 成 立 ]PS1+1SQI=1PQ ， 

在 任何 实际 的 度量 过 程 中 , 人 们 总 是 在 规定 “误差 " 的 允许 
范围 内 求 得 一 条 直线 段 的 长 度 的 ,其 意义 并 不 是 绝对 准确 到 没 
有 一 点 误差 {这 是 办 不 到 的 ); 测 是 相对 地 把 误差 控制 在 某 种 足 
够 小 的 范围 (叫做 精确 度 ) 之 内 ， 所 以 说 , 从 实用 的 观点 来 署 长 
度 的 度量 , 则 其 变 点 在 于 拒 所 要 度量 的 长 度量 得 足够 准确 . 

通常 我 们 习惯 于 用 十 进位 的 小 效 来 表达 所 量 得 的 长 麻 , 全 
如 1.23 米 , 它 精确 到 小 数 点 后 第 二 位 , 即 上 述 长 度 的 度量 准确 
到 误差 小 于 107? 米 的 范围 之 内 . 

于 是 在 实用 上 ,任何 两 条 线段 的 长 度 之 癌 的 比值 都 将 是 一 
个 分 数 ! 远 在 公元 前 五 .六 世纪 , 古 希 腊 的 毕 达 哥 拉 氛 学派 就 以 
此 作为 玫 何 学 的 一 个 基本 假设 加 以 接受 ,从 而 发 展 了 推理 几何 

然而 , 从 理论 的 况 点 来 看 , 这 个 结论 依然 是 值得 怀疑 的 ,也 
就 是 说 , 有 下 述 长 度 上 度量 的 基本 问题 : 任 给 两 条 直线 段 4.5, 它 
从 的 长 度 的 比值 是 否 总 是 一 个 分 数 ? 欣 名 话 说 ,对 于 任何 给 定 的 
两 个 线段 o 5b, 是否 总 是 有 一 个 适当 的 家 线段 u, 使 得 ob 恰好 
都 是 上 的 整数 倍 ( 亦 即 一 ma 8 一 5a 0:b 二 mfn)? 这 种 直线 
自如 ,如 果 存 在 的 话 ,就 叫做 2.5 的 一 个 “ 公 尺 度 ", 而 9. 少 叫 做 
“可 公 麻 "的 。 上 述 基 本 问题 的 另 一 个 说 法 是 ,是 否 任何 两 个 线 
段 都 是 可 公 度 的 ? 

这个 问题 ,在 人 类 文明 高 度 发 达 的 今天 看 来 是 十 分 自然 的 ， 
在 人 类 理性 文明 的 早期 却 是 了 不 起 的 根 法 ， 它 可 以 说 是 人 类 文 
明史 上 第 一 个 纯 理论 性 的 问题 ， 因 为 它 只 有 在 绝对 没有 误差 的 
设想 之 下 才 有 意义 ,而 任何 实际 的 度量 《出 于 总 有 误差 ) 都 不 能 
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得 出 否定 的 结 褒 , 因此 它 也 是 一 个 只 能 用 纯 理 论 的 方法 解决 的 
问题 . 

在 单 还 哥 拉 斯 死 技 不 久 ,其 弟子 希 伯 斯 证 明了 下 述 数 学 史 
上 的 重大 发 现 

个 正 五 边 形 的 过 长 和 对 角 线 长 之 则 的 比值 不 可 能 是 个 分 

数 ! 而 旦 一 个 正四 方形 的 边 长 和 对 角 线 长 之 间 的 比值 也 不 可 能 
是 个 分 数 ! 

我 们 将 在 第 二 床 中 再 洋 细 说 朋 这 一 段 重要 的 发 现 史 并 且 讨 
论 它 在 整个 数学 发 展 史上 的 深远 意义 。 


三 、 章 线 与 平面 


在 各 种 线段 中 ,以 直线 段 为 最 简单 也 最 基本 ， 同 樟 地 ,空间 
在 二 维 层 次 (各 种 " 面 ") 上 最 简单 最 基本 的 图 形 就 是 “ 平 画 ". 它 
的 直观 形象 是 常见 的 , 傅 如 一 面 墙壁 , 一 兢 黑 板 , 一 张 桌面 都 是 
平面 的 一 部 分 ， 检 验 一 个 重 是 否 为 平面 的 常用 方法 是 ," 拿 一 概 
直 尺 在 所 要 检验 的 面 上 各 处 比 放 , 看 一 看 是 否 总 可 以 密 合 ?” 痪 
言 之 ,平面 就 是 一 个 到 处 平 直 的 面 ， 汉 上 述 常 用 的 检验 法 加 以 
抽象 化 ,那么 平面 就 是 具有 下 列 基 本 性 质 的 二 维 图 形 ， 

基本 性 振 2 当 平面 包含 相 并 两 点 已: 巴 时 , 则 它 必 包含 束 
条 直线 PQ. 

由 于 直线 无 限 可 延伸 ,平面 自然 是 可 以 向 四 方 无 限 延 长 的 . 
常见 和 常用 的 “平面 " 都 是 上 述 玉 何 学 的 平面 的 一 部 分 , 亦 即 是 
十 述 平面 的 局 部 的 具体 化 . 

基本 性 质 不 共 线 一 平面 ， 

只 经 验 我 条 知 道 基本 性 质 3 是 真 的 ,下 面 让 我 们 来 具体 地 
描述 一 下 空间 给 定 的 不 蕉 线 三 点 等 样 唯一 决定 一 个 平面 : 

设 4 如 C 是 空间 中 不 共 线 ( 即 不 在 同一 直线 上 ) 的 三 点 ， 
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如 图 1-3 所 示 , 连结 直线 AB.B8C,C.4 就 得 出 三 条 相 异 的 直线 ， 


图 1-3 


设 , Q.R 分 别 是 辣 线 4B.BC.CA 上 的 住 意 上 连结 
C、Pi 4、Q; B. 呈 , 即 得 直线 CP. AQ@、BR. 再 设想 卫 . Q. 尺 分 
剔 在 让 线 4B BC.CA 上 滑动 , 则 上 述 三 条 直线 分 别 绕 养 
C.A、B 点 横扫 地 编织 出 一 个 平面 ， 这 就 说 明了 如 何 由 空间 中 
任 给 的 不 共 线 三 点 4、 BC 出发, 用 二 点 定 一 直线 的 某 本 作 图 
法 作出 三 系 无 穷 多 的 直线 系 ,它们 编织 出 一 个 同时 包含 4 .有 8.C 
的 平面 ,反之 , 设 = 是 一 个 同时 包含 4、 有.C 的 平面 , 则 不 浴 
由 基本 人 性质 2 看 出 r 一 定 也 完全 包含 上 述 作 图 中 所 得 到 的 三 
条 直线 , 而 且 可 以 由 它们 编织 而 成 。 这 也 就 描 迷 了 网 时 
4 .8.C 三 点 的 平价 的 唯一 存在 性 , 即 空间 不 共 线 三 点 定 一 
平面 ， 

医 本 性 质 4 空间 中 任何 两 个 相交 的 ( 相 异 ) 平 面 ri rz， 其 
交界 是 一 条 直线 ， 

基本 性 质 4 在 直观 上 是 明 总 的 , 它 说 明和 空间 中 两 个 相 异 妈 
平面 车 含有 一 个 公共 点 则 必 含 有 一 条 公共 直线 ， 

一 张 纸 (平面 ) 沿 着 ~ 条 折 六 (直线) 用力 裁 开 就 分 成 两 部 
分 ,一 条 绳子 (直线) 用 刀 则 断 ( 割 口 是 一 个 点 ) 就 分 成 两 段 , 这 此 

= 


实例 民有 村 了 点 ,直线 , 平 币 的 另 一 全 关联 履 质 , 即 

基本 性 质 5 (c) 一 条 直线 1 上 的 一 点 也 把 它 分 成 两 便 , 其 
中 任 一 合 中 做 以 呈 为 起 点 的 射线 ，(b) 一 个 平面 x 上 的 一 条 直 
线 1 把 它 分 成 两 币 ,每 一 个 叫 履 一 个 半 平 面 . (0) 空 间 中 的 一 个 
平面 区 把 全 空间 分 成 两 铀 , 凌 一 个 叫 做 一 个 半空 间 . 

综 上 所 述 , 点 . 直线 , 平面 是 翁 间 中 最 简单 最 基本 的 几何 形 
象 ,也 丈 基 本 对 象 .出 它们 可 以 构成 室 僻 中 较 和 个 杂 的 几何 图 形 ， 
例如 各 种 直线 形 .多 面体 等 等 ,用 它们 又 可 研究 许多 复杂 团 形 的 
性 质 , 例如 用 市 线 去 研究 曲线 , 用 切 平 面 去 研究 曲面 等 等 .所 
以 ,它们 在 几何 学 中 是 很 重要 而 又 基本 的 概念 ， 这 些 基 本 对 象 
是 从 无 数 直 观 实例 中 抽象 出 来 的 基本 概 鳄 ,是 一 些 立 足 于 直观 
理解 的 原始 概念 ; 而 且 它 休息 相 互 关联 的 ,也 就 是 说 , 它们 楼 受 
济 被 无 数 家 观 实例 所 验 明 的 一 些 关 联 性 质 的 制约 ,其 中 最 本 质 
购 就 是 上 面倒 举 的 基本 性 质 1 一 5， 这 些 性 质 反 了 映 了 空间 基本 
性 质 的 -- 个 重要 方面 , .这 些 性 质 再 加 上 后 面 各 节 中 投 述 的 其 他 
基本 性 质 的 确立 ,就 使 人 们 得 以 用 推理 论证 的 方法 替代 实验 验 
证 的 手段 ,从 而 开始 从 实验 几何 学 迈 向 推 悍 几何 学 。 


第 二 节 ”方向 ,角度 与 平行 


一 、 方 向 . 角度 与 旋转 

设想 你 要 从 一 片 平 进 的 操场 (平面 ) 上 的 4 点 走 到 如 点 
(如 图 1-4)、 经 验 告 诉 你 最 短路 茎 {站 线段) 的 走 法 是 ,“ 由 有 4 点 
向 召 点 一 直 建 去 ”， 换 名 话说 ,先导 准 了 由 .4 射 向 朋 的 "方向 ”， 
然后 保持 方向 不 变 一 真 壕 ， 这 里 , 方 商 是 十 分 量 要 的 ， 所 请 “ 失 
之 毫 亚 . 差 之 干 里 "还 是 概括 了 方 许 的 重要 性 。 


再 1-4 

让 我 们 分 析 一 下 上 述说 法 的 几何 意义 ，4.B 两 慌 决 定 了 
一 条 以 4 为 起 点 的 射线 ( 见 节 1), 用 有 六 表示 ,和 如果 用 射线 也 
表示 所 取 的 方向 ,那么 “保持 方向 不 变 一 直 小 " 的 意思 就 是 滋 你 
的 每 一 步 部 概 洲 在 射线 及 访 上 , 所 以 从 A 点 出 发 的 一 条 峰 线 
有 4B 台 表示 了 4 点 外 的 一 个 方向 ,省 C. 洲 在 射线 1 吝 上 , 则 对 
线 有 C 表示 的 方向 与 志高 表 示 的 方向 相同 反之 ,给 定 4 点 处 
的 一 个 方向 ,就 唯一 决定 了 从 4 出 发 的 表示 这 个 方向 的 -- 素 身 
线 。 简 言 之 , 由 一 点 出 发 的 射线 与 方向 是 一 一 对 应 的 ， 所 以 在 
几何 学 中 ,我 们 以 一 条 射线 来 表示 一 个 方向 ， 

一 条 以 4 点 为 起 点 的 射线 , 可 以 由 起 始 的 任何 一 小 强 所 只 
一 枢 定 《因为 闽 条 射线 只 是 那 一 小 朋 沿 车 那个 方向 的 无 限 延 
储 )， 所 以 自 4 点 出 发 的 一 个 方向 , 其 实 可 以 用 它 所 对 应 的 那 
条 射线 的 开头 的 任 信 一 小 段 来 表达 ， 这 就 表明 , “方向 "在 林 质 
上 是 一 个 “局 部 性 "的 概念 。 

平面 * 中 以 同 -一 点 出 发 的 两 条 射线 了 全 和 了 守 为 欠 的 
区 域 (如 图 1-5 所 示 ) 叫 散 一 个 角 ， 4 是 它 的 顶点 ,也 房 和 -了 它 
总 它 的 两 条 人 这 ,党 记 做 全 4C, 或 简 记 为 人 4. 它 可 以 被 起 
象 皮 射线 了 育 沿 着 平面 绕 4 点 旋转 到 射线 有 的 位 置 所 打 
过 的 区 域 ， 这 个 区 域 叫做 角 区 或 角 的 内 部 。 所 以 人 BA4C 的 直 


8 。 


观 肉 宫 是 很 明 请 的 , 它 刻 划 了 射线 也 襄 和 了 它 所 次 示 的 两 个 方 
向 之 阅 的 差异 . 


角 的 内 部 


A 
点 的 邻近 部 份 3 
加 1-5 

因为 方向 是 一 种 蝙 部 性 质 , 所 以 角 也 是 一 神 局 部 性 质 ， 换 
知 话说 , 一 个 以 4 为 项 点 的 角 已 经 由 它 在 4 点 邻近 的 那 一 小 
部 分 完全 确定 ,如 图 1-5 所 示 . 

再 者 , 角 反 映 了 两 个 方向 的 闵 异 ,那么 又 怎样 来 比较 这 种 差 
吴 的 大 小 9 如 图 1-8 所 示 , LBAC 和 人 B'A'C' 分 别 是 以 4 
和 4' 为 顶点 的 两 个 角 ， 我 们 如 傈 去 比较 这 两 者 之 同 的 大 小 
昵 ?8 由 经 验 熟 知 的 方法 是 , 将 /3 47C" 移动 (例如 用 一 张 透 
明 的 塑胶 片 将 FA'C' 复印 下 来 ， 然 后 黎 动 塑 胶片 ) 到 
BAC 上 , 使 得 顶点 4 和 4 相 重合 ,成 为 同样 大 小 的 角 
BC, 然后 绕 4 点 适当 旋转 ,使 4B”" 与 4 如 和 罩 合 , 这 时 
两 浓 之 间 有 下 列 三 种 可 能 性 , 即 ， 


卓 1-6 
1) /ACY 和 及 CC 重合 , 则 两 角 相 等 ， 
a 
2) AC” 沙 在 人 BAC 的 内 部 , 则 人 BAC>AB8’4A'C' 
.9 


3) 及 喇 在 LBAC 的 外 部 , 则 LBAC<LB AC'， 

让 我 们 对 上 述 过 程 人 一 些 数理 分 析 ， 上 述 这 程 涪 明 我 们 的 
空间 共有 六 性 的 性 项 , 即 : 可 以 将 任 总 一 个 朋 移 动 和 旋转 而 始终 
保持 它 的 大 小 不 变 。 接 一 种 说 法 就 是 

基本 性 质 5 对 于 一 个 任 纵 平面 所 和 不 上 一 i 条 射线 也 育 ， 在 
对 线 也 请 的 两 侧 分 别 存 在 唯一 一 的 射线 计生 色 ， 使 得 

人 B4C= 684C' 一 一 个 给 定 南 ， 

众所周知 , 失 这 个 基本 性 质 出 发 ,可 以 自然 她 定义 两 个 角 的 
和 。 得 者 ,在 上 述 的 讨论 中 可 以 得 出 ,一 个 角 和 BAC 实际 上 就 
是 一 条 以 4 点 为 起点 的 射线 从 也 下 的 位 置 没 着 平面 旋转 到 AC 
的 位 置 的 "路 经" ,因此 有 然 地 象 长 庶 一 样 可 以 给 角 以 一 种 许 量 ， 
亦 即 “角度 ”， 

外 的 认 攻 和 长 广 的 度量 的 侯 法 外 本 上 是 同样 的， 我 们 也 是 
先 取 定 一 个 单位 ,或 把 它 适当 分 成 分 单位 ,再 洗 和 一 个 要 量 的 钨 
来 比较 大 小 。 常 用 的 单位 是 把 一 个 平角 等 分 成 180 个 等 分 ,每 
等 分 叫做 1 度 (或 写 为 1")。 所 以 平角 一 180”， 平 角 的 二 等 分 多 
也 做 直 表 ,直角 一 890 "， 

因此 ,角度 就 是 旋转 县 多 少 的 度量 ， 两 个 角 能 够 相公 合 的 
充 要 条 件 就 是 它们 的 角度 相等 ， 


二 ， 角 度 与 平行 

角 反 映 了 同一 点 两 个 方向 之 网 的 差别 ,而 且 差别 的 大 小 可 
以 用 角度 的 大 小 来 刻 划 。 但 是 在 日 常生 活 中 , 我 们 常常 要 比较 
两 个 不 同 点 的 方向 疗 的 差别 ， 经 验 告 诉 我 们 , 可 以 将 其 中 一 个 
方向 "平行 移动 "(简称 “平移” ) 到 另 一 个 方向 的 起 点 来 比较 。 下 
三 来 分 析 一 下 这 种 “平移 "过程 是 如 何 完成 的 

[分 析 ] (i) 在 前 面 的 讨论 中 我 们 已 经 说 骨 , 沿 着 一 个 内 
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定 方向 一 走 走 所 经 的 专 迹 就 是 一 条 射线 ， 换 名 话说 ,在 一 条 射 
线 上 的 各 点 ， 沿 着 这 一 条 射线 所 指 的 方向 是 相同 的 . 如 图 1-7 
所 未 :在 射线 上 的 4 .BC 各 点 沿 着 射线 本 身 所 指 的 方向 相同 . 


CA B 地 


图 3~? 图 1-8 

(ii) 在 同一 平面 内 ， 设 射线 也 请 和 了 7 高 分 别 表示 起 点 为 
4 和 4 的 两 个 方向 ， 笑 结 .4、A' 点 得 射线 有 有 (如 图 1-8 所 
示 ), 由 前 面 的 讨论 , 即 有 ， 

射线 AC 和 射线 疏 代 是 相同 的 两 个 方向 

人 C48 康 旱 着 射线 了 记 和 有 CC 这 两 个 方向 之 则 的 差别 ; 

LC'.41B' 度量 着 射线 记 和 成 这 两 个 方向 之 加 的 
差别 ， 

_ 假 如 LCA B= LC'41B'， 则 很 自然 地 可 以 认为 方向 及 

和 和 A4'8’ 相 癌 ， 

Ciii) 综合 上 面 这 两 种 情况 ,为 了 比较 后 一 平面 内 两 个 不 同 
点 处 的 两 个 方向 有 4 计生 站 (如 图 1-9 所 示 》, 很 自然 的 方法 


sill, 


是 , 先 将 4、A' 连结 旨 到 射线 加 他 ,然后 在 有 的 昌 点 的 屠 
一 竹内 作 ZC’A4'B8" 二 LC.4B8 (由 基本 性 质 6, 这 起 可 以 而 生 
唯一 的 ), 这 个 方向 有 冯 " 各 育 想 向 , 它 就 是 将 方向 有 认 平行 移 
动 到 4’ 所 得 到 的 方向 ， 此 时 关 方 向 及 守 /与 及 训 " 相同 , 也 即 
CC'A'B' 二 人 C’'A’B"=ACAB, 自 然 就 认为 方向 4'B' 与 48 
相间 , 

简 述 之 ,我 们 可 以 定义 两 个 起 点 不 同 的 方向 之 冶 的 相等 关 

平行 的 定义 “射线 所 启 和 利 线 也/ 疡 所 表示 的 方向 互相 平 
行 ( 记 为 4B/ 本 序 ) 的 条 件 有 两 个 ,部 4 育 和 .4 启 共 在 一 平 
而 上 而 且 连 结 射 线 4 全 后 如 图 1-8 所 示 的 同位 角 相 等 ( 即 
人 LCA4B= 人 LC'4'B')、 同样 地 ， 两 条 直线 1.1 互相 平行 ( 记 为 
1p1) 的 条 件 有 二 , 即 : 1 与 1 共 在 一 平面 上 而 且 它们 和 另外 一 
条 直线 4 4' 相 件 的 同位 角 相 等 ， 

这 样 一 个 定义 是 自然 的 ， 并 且 在 人 类 的 生产 实践 中 教 广 远 
接受 和 应 用 ,然而 对 它 的 合 秆 性 还 须 作 一 履 数 理 分 析 。 


让 我 们 考虑 图 1-10 所 示 的 情形 ， 即 ， 在 同一 平面 内 , 方向 
2 


本 六 和 下 京 是 同一 条 射线 上 的 方向 , 所 以 是 相同 的 ， 而 月 
LC1A4B4= 人 Cs44B, 所 以 射线 本 遍 和 人 前 的 方向 是 于 行 
的 ， 因 此 方向 4x:B，* 与 4sBs 也 应 该 平行 ,这 就 是 说 应 该 有 
DAsBs 二 人 DsAdsBs， 于是， 从 图 1-10 不 难看 出 三 角形 
.1424s 的 王 个 内 角 之 烛 人 1 二 LA2+L3 二 5. 
a 

_ 因此 ,从 上 述 平行 定义 的 全 再 性 , 也 即 从 AiBA 4: 和 :及 
4158 AsBs 一 > AsB:f AsBs, 可 以 导出 “三 角形 内 角 和 等 于 
一 平角 "; 反之 , 在 后 省 成 立 的 基础 上 也 容易 推出 上 述 定义 的 合 
理性 . 换 名 话说, 我们 的 空间 具有 下 还 的 

基本 性 版 7 一 个 三 角形 的 内 角 和 恒 等 于 一 平角 。 

这 也 等 价 于 (参见 第 五 音 ) 

世 本 性 质 7′ 对 于 一 个 平面 工 上 的 一 条 直线 上 和 线 外 一 点 
己 , 在 了 上 存在 着 唯一 的 一 条 过 已 志 而 和 不 相交 的 直线 , 它 总 
是 那 条 过 已 点 而 和 1 平行 的 直线 . ， 

[ 注 ] 总 结 以 上 的 分 析 , 可 以 看 到 基本 人 性质? 或 ?是 上 述 平 
行 定义 合理 性 的 理论 基础 而且 这 样 所 确定 的 方向 的 平行 移动 
其 有 绝对 平行 的 意义 , 也 就 是 说 ， 将 一 个 方向 4 加 先 平移 到 
.47 点 再 平移 到 4 ' 点 , 与 先 平移 到 4 7”" 点 再 平移 到 4' 点 ,所 
得 到 的 是 4 7 点 的 同一 个 方向 , 即 方向 的 翌 行 殉 动 与 平移 的 路 
径 无 关 , 这 种 性 质 反 映 了 空间 的 * 平 直 性 "大 此 ,如 果 我 们 选择 
的 空间 几何 模型 不 具有 基本 性 质 7, 例如 以 后 将 详 述 的 球面 天 
何 与 非 区 几何 ,那么 方向 的 平行 移动 就 必须 用 新 的 方法 来 定义 ， 
而 且 这 种 平行 移动 格 与 平移 的 路 径 有 关 , 也 就 是 说 ,这 种 空间 将 
是 "弯曲 "的 。 关 于 这 一 点 我 们 将 放 在 第 六 章 中 加 以 讨论 ， 总 
之 ,由 比较 丙 个 不 同 点 处 的 方向 滑 引出 的 平行 移动 深刻 地 反映 
了 空间 所 真有 的 一 种 恒 委 性 质 ; 空间 的 平 直 性 或 非 平 直 性 (出 
率 )， 
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第 三 节 全 等. 普 合 与 对 称 

一 、 几 何 图 形 的 恒 等 与 大 合 

空 倍 中 存在 着 各 种 种 楼 的 形 雏 .它们 之 阅 最 简明 的 一 种 比 
铵 关系 就 是 局 等 关系 ， 两 个 形状 和 大 小 完全 相同 的 图 形 叫做 量 
等 形 ， 要 看 两 个 图 形 是 否 恒 等 , 实践 检验 的 法 则 是 看 它们 能 区 
互相 硬 合 ， 

例 1 两 条 直线 毁 4 吾 和 .4 B' 人 恒 等 或 能 够 互相 改 合 的 叭 
一 条 件 是 它们 等 长 . 

例 2 在 对 角 的 度量 的 讨论 中 ,我 们 就 是 用 番 合 来 说 明 两 个 
角 的 角 庆 是 否 想 等 的 ， 换 名 话说 , 两 个 角 便 等 或 能 够 互 租 番 合 
的 唯一 条 件 是 它们 的 角 庆 相等. 

例 5 现 个 三 角形 如 果 能 够 互相 要 合 , 则 互相 看 合 的 三 对 边 
( 称 为 对 应 边 )》 和 三 对 角 ( 称 为 对 应 角 ) 分 别 对 应 相等 ,也 就 是 这 
两 个 三 角形 恒 等 . 

除了 点 ,线段 外 , 最 基本 的 几何 图 形 可 以 算是 三 角形 了 , 全 
如 多 角形 都 可 以 划分 成 若干 个 三 和 角形， 所以 让 我 们 进一步 分 析 
一 下 两 个 三 角形 能 够 秋 合 (也 即 恒 等 ) 的 条 件 。 虽然 , 润 个 三 角 
形 能 够 互相 琶 合 则 其 三 条 对 应 边 和 玛 个 对 应 角 分 别 相 和 著 , 伍 是 ， 
稍 加 分 析 就 发 现 , 三 角形 的 三 条 边 长 和 三 个 角 并 不 是 互相 独立 
的 ,而 是 共有 某 种 内 在 联系 的 。 例 如 ,在 上 节 中 我 们 就 发 现 了 任 
何 兰 角形 的 三 个 内 角 之 和 福 等 于 一 平角 所以, 当 两 仿 立 角形 
已 经 存 两 个 角 对 应 相等 时 , 则 它们 的 第 三 个 角 也 ~- 定 跟着 对 应 
相等 。 这 就 告诉 我 们 , 在 两 个 三 角形 的 三 条 边 和 
美 案 之 间 , 只 要 有 -部 分 对 应 相等 就 可 能 保证 这 商 个 三 角形 互 
丰登 合 、 根据 经 验 可 秃 , 两 个 三 角形 只 屏 有 两 对 角 和 它们 的 来 
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边 对 应 相等 就 能 够 二 祖 芍 合 , 即 基 等 。 这 -点 训 说 明 如 下 : 


(3 


A A 
朋 3-1 本 

设 AABC 和 Ad'B'C' 中 , 48=4'B', LI4~LA’, 
人 《B= 人 B'( 图 1~11), 娶 看 一 吾 游 足 上 述 三 个 条 件 的 入 4BC 
和 和 人 48'C' 能 不 能 互相 秋 合 ,最 直截了当 的 办 法 就 起 把 
AA1B'C' 从 纸 上 剪 下 来 ,然后 搬 去 试 着 和 入 4 5C 重合 ， 首 
先 ,因为 4 辟 = 二 ' 甩 ,所 以 我 从 可 以 和 把 剪 下 来 的 AdiBIC， 
的 A 人 B' 边 和 A4 思 相 各 合 ， 然 后 青 让 它 象 一 肩 以 4B 为 门 轴 
的 三 角形 的 门 那样 转 到 人 4.BC 所 在 的 平面 上 上， 则 

因为 和 4 二 之 A 所 以 射线 用 "和 射线 AC 相 要 食 ; 

因为 ZB= 人 LB', 所 以 射线 柬 C 和 射线 BC 相 县 合 . 
再 由 冻 知 的 事实 “相交 二 线 定 一 点 "， 就 可 看 出 C' 点 必 也 和 人 
点 相爱 合 ， 所 以 当 A .478'C' 宪 着 公共 轴 4B 二 4B' 旋转 到 
和 A_4.8C 所 在 的 于 曾 时 , 现 者 完全 曼 台 ， 这 也 说 明 “ 两 角 与 一 夹 
边 对 应 各 等 " 乃 是 一 种 是 以 保证 两 个 三 角形 恒 等 的 条 件 , 常 简 记 
为 只 .SS a. 

问 样 的 方法 可 以 说 明 两 个 三 角形 恒 等 的 另外 两 个 条 件 , 半 ， 
“ 当 两 个 三 角形 有 两 边 夹 一 奥 对 应 相等 时 , 它们 醒 等 ”, 简 记 为 
s.a.8;“ 当 两 个 三 角形 的 三 条 边 对 应 相等 时 ,它们 恒 等 ", 简 记 
为 ss.s， 但 这 些 结 沦 可 以 从 a.s, 是 得 等 条 件 这 个 事实 加 以 
征明 . 

综合 以 上 对 三 角形 恒 等 ( 苑 能 够 互相 杖 合 ) 条 件 的 探讨 ,说 
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明 我 们 的 空间 具有 如 下 的 

基本 性 质 8 (a.s,a) 两 个 三 角形 若 有 两 角 一 天 边 对 应 机 
车 , 则 它们 恒 千 ， 

或 等 价 地 ， 

基本 性 质 8 (s. a.s) 两 个 三 角形 车 有 两 边 一 瑞 角 对 应 祖 
等 ,到 它们 恒 等 ， 


二 、 室 间 的 对 称 性 与 均匀 性 

前 面 所 讨论 的 图 形 的 恒 等 与 秋 合 , 在 本 项 上 积 空间 的 对 称 
性 和 均匀 性 密切 相关 , 下面 让 我 们 对 此 作 一 些 数 理 分 析 . 

同一 空间 (或 平面 ) 中 两 个 便 等 图 形 的 香 合 过 程 其 实 就 是 空 
去 (或 平面 ) 到 自身 的 一 个 点 与 点 的 "变换 ", 也 称 为 对 应 ”， 例 
如 图 1-11 中 从 4'B'C' 与 A4BC 的 又 合 过 程 所 表示 的 变 护 
将 4' 变换 到 对 应 点 4,B" 变换 到 对 应 点 了 ,C’ 变 措 到 对 应 
点 C: 线段 -4B' 变 换 到 对 应 线段 4B, BC 变换 到 对 应 线段 
BC, A 人 C' 变换 到 对 应 线段 4C, 而 人 A' 变换 到 对 应 角 人 .4 ， 
之 B' 变换 到 对 应 角 人 8B, LC' 变换 色 对 应 角 人 LC. 这 种 变换 的 
特征 是 , 对 应 两 对 点 的 线段 一 定 普 合 ,这样 的 变换 称 之 为 空间 
《或 平面 ) 的 一 个 "运动 "或 “ 保 长 变换 ”. 

怪 此 , 两 个 恒 等 图 形 必 可 通过 一 个 运动 而 豆 相 履 合 , 反之 ， 
任何 一 个 图 形 必 与 它 通过 一 个 运动 而 得 到 的 图 形 互相 鸽 合 从 而 
入 等 . 

一 个 图 形 与 它 自身 显然 是 一 合 的 , 相应 的 运动 称 为 恒 等 运 
动 ， 由 经 验 知道 , 着 图 形 外 能 够 全 合十 如 "， 则 Q’ 也 自然 能 大 
合 于 &， 换 名 话说 ,对 一 个 运动 存在 着 另 一 个 运动 , 称 为 它 的 北 
运动 , 连续 施行 这 两 个 运动 的 效果 等 二 慑 等 运动 , 再 者 , 若 图 形 
由 秋 合 于 日 2 又 营 合 于 则 8’ 自然 也 过 合 于 8%, 也 
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就 是 说 ,和 连 绪 施行 两 个 运动 的 效果 仿 是 .个 运动 ,上 述 的 讨论 说 
明 : 空间 {或 玉 曾 ) 抢 运 动 的 全 作 构 成 一 个 脱 这 个 群 称 为 运动 
群 或 保 长 变换 群 。 上 述 的 讨论 也 说 明 , 空间 (或 平面 ) 的 运动 群 
完全 确定 等 变形 , 即 :空间 (或 字面 ) 的 两 个 图 形 是 皮 
等 形 的 叭 一 亲 件 是 一 个 图 形 可 由 另 一 个 图 形 通 过 一 个 运动 而 得 
到 . 其实, 这样 一 全 变换 群 的 作用 远 非 止 这 一 点 , 它 对 空间 的 几 
何 性 质 超 着 控制 译 导 的 作用 ,完全 决定 了 空间 的 几何 性 质 , 这 就 
类 下 ，Kjein 在 “ErIangen 纲领 中 提出 的 著名 观点 , 我 们 将 
在 以 后 各 章 中 再 加 以 详尽 论述 ， 

既然 如 此 ,我 们 自然 就 豆 讨 论 一 下 何 种 变换 是 一 个 运动 。 
熟知 的 事实 是 . 平移 ,旋转 都 是 运动 ， 然 而 , 进一步 的 分 析 显 示 
了 它们 都 可 以 由 关于 直线 (或 平面 ) 的 反射 对 称 组 合 而 成 。 让 我 
们 作 如 下 分 析 ， 

(一 ) 平 面 的 对 厦 特 

一 张 半 直 的 纸 可 以 沿 着 一 条 分 割 它 的 家 线段 折 要 起 来 .从 
几何 的 观点 来 看， 一 张 平 直 的 纸 是 
一 个 平面 的 局 部 ， 而 上 述 热 知 的 事 
实 也 就 是 ,一 个 平面 可 以 沿 着 其 上 
任 一 直线 折 权 起 来 《如 图 112). 
上 述 基本 性 质 的 另 一 个 说 法 是 .一 
个 平面 对 于 其 上 任 一 直线 都 是 反射 
对 称 的 ", 这 叫 向 平面 的 对 称 性 ， 平 
面 的 对 称 性 的 务 ~ 种 表达 方式 如 图 
1-13 所 示 ， 设 1 是 平面 x. 上 给 定 的 图 12 
一 条 直线 , 则 分 居 直 线 了 民生 的 点 可 以 一 对 一 地 配对 (如 图 1-13 
中 的 447: B,B' 和 C,C'), 则 做 对 于 1 互相 对 称 的 点 ， 这 样 
一 种 将 点 4 蛮 到 它 关 于 对称 的 点 4 的 变换 , 称 为 关于 1 的 
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反射 对 称 ， 不 难看 出 4 ,4 对 于 1 互相 (反射 ) 对 称 的 充 机 条 
件 就 是 4.4 /被 ! 折合 吉平 分 ; 而 在 上 面 所 说 的 折 释 之 下 ,对称 
点 偶 互 相 登 含 。 再 者 , 分 居 直线 ! 异 侧 , 完全 由 互 丰 对 称 的 点 所 
成 的 图 形 ( 如 上 图 所 示 的 人 4 BC 和 人 入 4B'C') 岂 做 关于 1 的 
对 称 形 ， 显 然 ,互相 (到 射 ) 对 称 的 图 形 古 恒 等 的 ,因为 它们 在 对 
1 的 折 权 之 下 相 释 合 。 所 以 关于 宜 线 的 反射 对 称 是 一 个 运动 . 
(二 ) 平 面 对 称 的 组 会 
设 1,1s 是 平面 # 上 的 沽 条 直线 .我 们 可 忆 试 着 拒 它 关 于 
1 的 两 个 反射 对 称 组 合 起 来 , 冰 壮 其 效果 怎样. 
便 1 设 上 和 js 互相 平行 而 且 儿 ,js 之 间 的 涵 直 距离 是 反 . 
(如 图 1-14 所 示 ) 对 于 任 给 一 
i# 点 了 ,我 们 可 以 先 对 五 求 其 寺 
称 点 4 和 .然后 再 对 4 求 .4' 的 
对 称 点 47. 出 对 称 点 的 竺 性 ， 
即 有 
和 六 所 本 二 分 
A'4” 被 贞 避 直 平分 


竹 4-14 

图 为 请 和 户 是 于 行 的 ,所 以 4.4 和 4” 三 点 共 线 ， 有 2 是 一 

条 长度 为 26, 方向 和 二, fs 重 直 的 有 向 线段 (例如 图 中 所 示 的 
.18.: 


4A、A', 4" 和 B.B',B* 两 种 情 况 )， 也 就 是 说 , 关于 [和 的 
这 样板 个 反射 对 称 组 合 后 的 效果 是 ; 点 向 和 本 产 重 直 的 
方向 平行 移动 2j。 莘 半 平行 移动 可 由 两 个 反射 对 称 给 合 而 
成 

例 2 设 4,1: 相交 于 个 点 , 其 夹 角 为 9《 如 图 1-15 所 示 ). 
同 祥 地 ,对 于 4、B 点 我 们 分 别 先 去 求 它们 关于 的 对 称 点 
A'.B', 然后 再 声 求 4'、B' 关 于 1 的 对 称 点 4 B*, 不 难看 由 


上 1-15 
-OP 一 APIO4 OP: 一 人 P:O47， 


OA=04'=0A", . 
LBOQ= LQ.08B’, LAB’OQ:=/Q08", 
OB=08'=0B’, 
所 以 有 
LAQA=2%0, 一 BO 一 24. 
也 就 是 说 , 关于 Li 和 的 这 样 两 个 反射 对 称 稻 组 合 后 的 效果 是 
对 于 WO 论 转 28 度 ， 简 言 之 , 旋转 也 可 由 反射 对 称 组 台 


【三 ) 和 平面 打 雪 与 性 
知 工 岂 速 ， 平 证 上 对 于 任 给 的 一 条 四 线 的 反射 对 称 保 持 了 
19 ， 


各 平面 图 形 之 间 的 “ 恒 等 性 "， 即 互相 反射 对 称 的 图 形 必 然 是 便 
等 的 、 因 此 ,反射 对 称 是 平面 上 的 一 个 运动 ， 前 面 例 1, 例 2 又 
说 明 反 射 对 称 指 组 合 可 以 产生 其 他 的 运动 (如 平移 .旋转 )， 其 
实 , 进 -- 步 的 分 析 也 可 以 说 明 乎 凋 上 的 任何 一 个 运动 都 是 若干 
个 反射 对 称 的 组 合 ， 换 句 话 说, 平面 上 任何 两 个 恒 等 形 都 可 以 
在 壮 当 地 选取 的 几 个 反射 对 称 的 组 合 之 下 , 互相 对 应 ， 这 就 是 
平面 的 均匀 性 。 或 者 说 , 平 碳 上 上 任何 一 个 族 形 可 从 一 个 位 置 经 
过 适当 地 选取 的 也 个 反射 对 称 的 组 会 被 但 等 地 移 到 任意 指定 的 
位 置 . 

例 3 设 A48C 和 人 入 A4'B'C’ 是 平面 上 两 个 恒 等 的 三 角 
形 . 我 们 可 以 先 用 一 个 平移 把 和 人 ABC 移 到 入 A1BiCi, 使 得 
A 点 和 A 点 重合 - 然后 再 用 以 41 二 4' 点 为 定点 的 旋转 ， 
把 A4BIC: 转 到 人 A 人 A4:8,Cs, 使 得 4:B 和 4 重合 , 则 
全 41BsC; 和 入 A'B'C' 只 有 两 种 相互 的 美 系 , 即 当 入 4BiC， 
积 入 4'B'C' 居于 直线 4'8' 的 同 侧 时 ,它们 业已 完全 重合 ; 当 
它们 分 居于 直线 4 有 之 异 侧 时 , 它们 是 关于 直线 4'B' 互相 
对 称 的 (如 图 1*16(5) .(c))， 


(o) 可) Ce) 


(四 ) 宣 间 的 对 称 性 和 均匀 性 
当 你 面 对 着 一 片 平滑 的 镜面 时 , 镜 而 的 反射 产生 了 常见 的 


。20 ， 


光学 效果 , 即 对 应 于 镜面 前 方 的 每 一 点 ,在 缠 末 岳 方 目 现 一 个 售 
丙 ， 拓 几何 学 的 观点 来 分 析 ， 开 
述 常见 的 实例 也 就 是 “空间 的 对 
称 殿 " 的 局 部 具体 表现 , 即 必 空间 
对 于 任 一 给 定 的 平面 是 反射 对 称 
的 ! 窄 间 对 称 性 的 几何 描述 方式 
如 下 ， 对 于 给 定 平面 x, 空间 中 
分 计 二 的 异 侧 的 点 可 以 一 对 一 
地 配 成 互相 对 称 的 点 偶 ( 如 图 国 1-17 
1-17 中 的 4, 4 个, 使 得 互相 对 称 的 点 偶 的 连 线 伍 被 x 所 乘 直 
平分 ， 这 样 将 4 对 应 到 4 的 变换 叫做 关于 平面 + 的 反射 对 
称 ， 如 果 把 关于 平 曾 x, 和 x; 的 两 个 反射 对 称 组 全 起 来 ,读者 
不 难 略 出 它 的 效 累 等 于 是 空间 的 一 个 平移 或 是 一 个 以 x 和 es 
的 交 线 为 铀 的 旋转 ， 进 一 步 的 分 析 表 明 , 从 平面 的 均匀 恬 可 以 
推出 空间 的 均匀 性 , 空间 中 任何 两 个 恒 等 形 都 可 以 在 适当 地 选 
取 的 几 个 反射 对 丈 的 组 合 之 下 ,互相 对 应 . 


习 是 


1， 试 从 若 本 性 质 ! 说 时“ 两 相 次 直线 决定 一 点 ", 

2. 试 说 本 在 阅 柱 面 上 两 点 间 的 “最 短线 "是 什么 线 ? 

3- 你 能 证 明 “ 一 个 正四 方形 的 边 长 和 对 角 线 长 之 间 的 比 
值 不 订 能 是 个 分 数 " 吗 4 

4， 一 个 平面 5 被 面 上 的 一 条 直线 1 分 割 成 两 侧 . 设 
4 . 百 是 z 夯 上 水 属于 1 的 任 给 两 点 ， 试 问 4,B 居于 同 侧 的 
条 件 是 什么 。4. 怠 居于 蜡 侧 的 条 件 是 什么 

5， 没 4.8,C 是 平面 x 上 不 属于 直线 1 的 三 点 ， 试 讨 

ai 


论 线段 4B8、 BC. CA 和 /社交 或 不 交 的 各 种 可 能 组 合 . 《好 
都 不 相交 ,只 布 一 条 而 交 , 治 有 两 条 相交 ,和 三 条 都 相交， 
这 四 种 精 形 中 哪些 是 可 能 的 9 娜 些 是 不 可 能 的 ? ) 并 县 想 一 想 
它 和 基本 性 质 5(b) 的 关系 。 

6. 设 4, B,C 是 空间 中 不 属于 平面 x 上 的 三 点 。 试 讨 
论 线段 4 下 BC, CA 和 平面 x 的 交 截 关系 的 各 种 可 能 组 合 ， 
并 说 明 它 和 基本 性 质 5(c) 的 关系 ， 
37. 试 说 明 " 相 异 的 两 条 平行 线 忆 了 不 可 能 相交 ”. 
8， 试 说 明 三 角形 得 等 的 另外 两 个 条 件 , 即 “8.a,s” 和 
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第 二 章 ”推理 几何 的 演进 与 欧 氏 体系 


到 了 公元 前 约 七 世纪 时 ,几何 知识 的 探讨 方法 ,在 圳 希腊 开 
始 由 实验 妇 纳 逐步 改 用 推理 演绎 .证 希腊 文明 继承 了 二 埃及 和 
包 比 从 文明 在 实验 几何 学 上 的 知识 ,进而 运用 逻辑 推理 的 办 法 ， 
把 几何 学 的 研究 推进 到 高度 系统 化 .理论 化 的 境界 ,使 得 人 们 对 
于 罕 疗 的 认识 和 理解 在 深度 上 、 广 度 上 都 大 大 前 进 了 -一步 ,十 
希 腾 的 推理 几何 学 可 以 说 是 整个 人 类 文明 发 展 史 目的 里 程 碑 
是 金 人 类 文明 造 产 中 妙用 无 穷 的 瑰宝 

实验 几何 学 阶段 ,主要 的 研究 方法 是 实验 归纳 法 ,也 就 是 
通过 直拨 的 规 察 和 分 析 ， 运 用 实验 归纳 来 获得 对 空 闻 的 一 些 最 
基本 性 质 的 了 解 ,而 在 扒 理 几何 学 阶段 ,主要 的 研究 方法 十 演绎 
法 , 也 就 是 借助 于 一 些 空间 的 最 基本 的 性 质 , 运用 分 析 . 演绎 的 
逻辑 推理 方法 来 沦 证 推导 空 闻 的 其 他 许多 性 质 ， 从 认识 论 的 观 
点 来 看 , 推理 几何 学 基于 实验 几 人 学 ; 前 者 紫 运 用 还 辑 推理 方 
法 ,大 力 扩 张 后 者 所 得 之 战果 的 有 效 途 径 . 

吹 几 里 德 创 造 性 地 ,精心 地 整理 了 十 希 腾 推 理 几 全 学 的 成 
就 , 写成 了 “几何 原本 "这 本 巨著 , 殉 交 了 欧 氏 几何 体系 . “几何 
原本 "是 对 几何 知识 的 第 一 次 科学 的 总 结 , 创 后 世 演绎 法 治学 的 
典范 , 是 部队 前 启 后 的 杰作 , “几何 原本 “的 隔世 也 开启 了 人 
作对 几何 基础 的 研究 ， 这 种 研究 在 二 千 多 年 以 后 由 上 一 个 世纪 
初 才 打破 了 欧 氏 体系 的 一 统 天 下 ,最 后 导致 了 非 攀 几 何 的 性 生 ， 
开辟 了 近 氏 几何 的 新 天 地. 

中 学 阶段 的 初等 几何 教程 大 体 -上 已 包含 了 二 希腊 推理 几何 

，23 ， 


的 主要 结果 ， 本 童 将 从 方法 论 和 认识 论 的 观点 ， 对 上 二 和希 肛 众 
理 几 何 学 的 发 展 史 作 -简明 扼要 的 介绍 . 


第 一 节 ” 荫 芽 时 期 一 ~ 恒 等 形 的 研究 与 应 用 


上 一 章 所 讨论 的 实验 几何 学 是 我 们 对 于 空 闻 的 形象 与 性 质 
进行 研究 的 基础 ， 它 用 实践 检验 的 方法 使 我 们 认 清 了 一 系列 简 
明 扼 要 的 空间 基本 概念 和 基本 性 质 ， 当 然 , 只 要 我 们 肯 继 续 下 
功夫 去 观察 , 分 析 , 去 实验 ,发掘 ,自然 还 会 不 断 地 归纳 .总 结 出 
新 的 性 质 , 兴 识 到 新 的 现象 ， 但 是 ,这 样 一 种 纯 实 监 方法 显然 具 
有 很 大 的 局 眼 性 ， 例 如 ,要 研究 平面 上 多 边 形 内 角 和 的 问题 ,如 
果 用 实验 求证 的 方法 , 那么 , 当 给 定 # 的 具体 数值 时 , 总 可 验证 
得 到 “# 边 形 的 内 角 和 一 (a 一 2) 个 平角 "， 这 样 做 既 十 分 费时 ， 
市 生 至 多 也 只 能 妆 纳 总 结 到 “4 边 形 的 内 角 和 =(n 一 2 个 平角 ” 
这 样 一 个 猜想 ,但 是 却 无 法 验证 上 述 普 记性 的 公式 ， 然 而 , 读者 
不 准 从 "任何 三 角形 的 三 个 内 角 之 和 重 等 于 一 个 平角 "这 一 基本 
性 质 出 发 ,用 推理 论证 的 方法 很 快 证 明 上 述 普 廊 公 式 . 再 者 ,由 
于 实验 误差 的 存在 ， 有 些 问 题 是 根本 无 法 用 纯 实 验方 法 作出 正 
哨 解 答 的 ， 例 如 前 面 提 到 的 线段 可 公 度 问题 ， 因 此 ， 随 着 人 类 
文明 的 发 展 ,尤其 是 古 希 腊 哲 学 的 发 展 , 一 种 新 的 研究 方法 
演绎 法 便 应运 而 生 ， 演 经 法 的 基本 想法 就 是 用 推 型 论证 去 分 析 
各 种 性 质 之 间 的 逻辑 关系 ， 把 许多 其 他 性 质 或 问题 归于 那些 已 
经 由 实验 确立 的 基本 性 质 去 加 以 证 明 或 解答 ， 十 希腊 文明 可 以 
说 是 演绎 法 的 创 导 者 ， 而 十 希腊 的 推进 几何 学 就 是 这 种 科研 方 
法 的 最 早 应 用. 推 还 斤 何 学 的 萌芽 时 期 约 在 公元 前 六 .七 世纪 之 
闻 , 当 时 著名 的 几何 学 家 首 推 赛 尔 斯 和 毕 达 架 拉 斯 ,在 这 一 段 时 
闻 所 研 究 的 中 心 课题 是 全 等 形 .下 看 对于 恒 等 形 的 讨论 , 也 许可 
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以 对 这 一 正 几 何 学 的 发 展 ,有 一 个 概括 的 了 解 ， 


一 、 三 角形 恒 等 的 条 件 

用 普 合 检验 的 方法 去 研究 两 个 三 角形 的 恒 等 可 以 发 现下 述 
几 种 各 等 条 件 ， 

(i ) 两 边 夹 一 角 对 应 相等 (8s.a.s); 

〔ii)》 两 角 夹 一 边 对 应 相等 (as,a); 

《iii) 三 边 对 应 相等 (8s.s.8). 
但 是 从 看 合 窒 验 的 观点 来 君 , (s.s.s) 这 个 便 等 条 件 可 就 不 那么 
明显 ,所 以 很 自然 地 我 们 会 以 (sa,s) 或 Ca.s.a) 为 基础 ,设法 去 
证 明 (8.s.s). 

[分 析 一 ] 要 证 明 (s.s.8) 是 便 等 条 件 , 我 们 就 需要 从 三 角 
形 的 边 相 等 推 证 其 角 相等 。 在 这 一 方面 , 常用 的 事实 就 是 下 述 


等 大 三 角形 定理 . 

定理 1 设 A_4 BC 为 等 萎 三 角形 , 即 4B= 4C, 则 其 两 底 
角 必 外 等 , 妈 LB 人 LC. 4 

[证 明 ] 作 顶 角 人 A 的 平分 线 , 设 A 


它 交底 这 BC 于 站点 (如 图 2-1), 风 

AAA-BD 和 AdCD 就 有 两 边 一 夹 角 

对 应 相等 ( 即 4B=AC, AD=AD, 

人 LBAD= 人 LCAD). 由 (s.a.s) 得 知 它 

们 秆 等 ,所 以 其 对 应 角 LB 和 LC 相 B Dp C 

等 . 夯 21 
现在 让 我 们 用 定 虱 ! 作为 工具 ， 来 证 明 (8. s.s). 
吓 迁 (s.s.s) 人 45C 和 和 4 BC' 的 三 边 对 应 相等 时 ， 

两 者 证 等 ， 
[证 明 ] 设 4B 古 三 边 中 较 长 者 (至 少 和 其 他 两 边 等 长 ). 
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我 们 可 志和 车 4B 的 不 育 C 扣 的 一 入 作 人 LBAC*=LB'4'C'， 
并 使 4C"=.4'C'《( 则 图 2-2)， 挫 晤 和 人 A4C*B 和 人 41B'C' 伍 
等 (8.a,s), 所 以 如 C7" 一 BC ， 规 在 由 假设 条 件 得 出 AC4C7 
入 入 CBC?* 都 是 等 腰 二 角形 .由 定理 1 即 得 
LAL1=L2,L1' = /2 


所 以 

LC= /1+ALI'=A2+ LALO". 
又 出 (8,a,S) 扒 出 入 48BC 与 俯 4BC" 信 等 。 因此 ,人 4BC 和 
入 4'B'C' 所 竺 ， 


图 2-2 

[分 内 过] 上 俐 的 注 绎 法 征明 是 以 基本 性 质 8:( 第 一 章 系 
三 节 ) 为 基础 的 , 即 假定 (3,2,8) 成 立 , 那么 可 以 推出 (39.8.8) 
((a.s.a) 也 可 从 (s,a.s) 推出 !). 在 第 一 章 第 三 节 的 讨论 中 ,我 
们 已 经 从 局 合 检验 的 现 点 说 明了 (s.a.s) 等 价 于 平面 的 反射 对 
称 性 ,地 就 是 说 ,两 个 图 形 恒 等 的 叭 -~ 条 件 就 是 存在 由 反射 对 称 
组 合 而 生成 的 运动 群 由 鸭 一 个 运动 将 其 中 的 一 个 图 形 对 应 到 另 
一 个 图 形 。 这 种 等 价 信 是 可 以 用 演绎 法 证 明 的 ， 这 里 ,我 
们 给 出 一 个 大 反射 对 称 扩 推 出 s.a.s 的 证 明 。 

定理 (5.0.3) 设 人 ABC 和 AA4'B'C' 有 有 两边 一 交角 对 
太太 千 , 划 4B=A'B’, AC=A’C', 24= 人 人 4', 则 和信 4 BC 和 
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AA'BC' 己 等, 即 还 有 BC BC' ,B= 人 LB/ 和 C= 人 LC 
[证 明 ] 出 于 人 A= 人 4 因此 存在 着 若干 个 反射 对 称 
的 组 合 使 人 4 对 应 到 人 .4 此 时 射线 过 ' 房 对 应 到 射线 45， 
开启! 尖 应 到 AC. 而 由 于 反射 对 称 是 保 长 的 , 所 以 B' 对 度 
到 B,C' 对 应 色 C, 由 此 又 可 得 到 线段 BC’ 对 应 到 BC, 即 
BC=B'C', 因而 LB= LB', LC=LC'. 
[分 析 三 ] 由 上 述 的 等 价 性 说 明 可 以 用 反射 对 称 性 代 换 基 
本 性 质 8 (或 8”), 以 比 为 基础 , 完全 可 以 由 反射 对 称 祭 决定 
(s.a.8), (a.5.9) 以 及 (s.s.s) 等 内 等 条 件 ， 这 个 事实 为 我 们 提 
供 了 下 述 耐 人 寻 昧 的 启示 :反射 对 称 性 在 图 形 的 便 等 性 质 (或 称 
不 变性 质 ) 的 研究 中 起 着 控制 人 局 的 作用 ,是 一 个 妙用 无 穷 的 攻 
室 ， 因此 ,对 于 攻 有 柱 同 的 反射 对 称 性 的 空间 楼 型 ;我们 可 以 充 
分 利用 它们 之 赣 的 这 一 个 " 火 局 ” 来 绕 一 研究 它们 的 几何 竹 质 - 
这 就 是 在 后 面 第 六 章 中 对 于 殉 氏 ,球面 , 非 歌 三 种 古 捧 几 何 统一 
处 理 的 基本 想法 的 来 源 . 


二 、 恒 等 形 的 应 用 举例 


该 绎 法 声 用 于 得 等 形 的 研究 是 推理 几何 笛 芽 时 期 的 中 心 课 
是 ,其 主要 结果 大 致 巴 包 售 在 中 学 阶段 所 学 的 初等 几何 中 二 
刀 小 试 ,几何 学 即 生机 动作 ,焕然 一 新 ， 这 时 再 择 二 例 以 证 演绎 
法 的 深刻 性 和 有 效 性 , 温 放 靖 法 新 前 ， 

鲍 1 设 忆 .Q 是 平面 上 
属于 直线 1 同 便 的 两 个 定点 ， 不 
x 则 是 1 上 的 动 点 ， 试 求 | 
Px+xQ 的 家 小 入， : 

[ 解 ] 邻 PP 是 P 囊 关 
于 直线 ! 的 反射 对 称 点 ， 团 | 


RA! 


27 。 


PP’ 被 1 所 重 直 平分 , 则 容易 看 出 APRx 和 AP'Rx 恒 等 
(8s.a.8), 所 以 | 
Px=P’x, Px+*Q= Px+xQ 
>P'Q=P'xtxQ= PX +x Q 
而 且 “=" 只 有 在 x= 各 时 才 可 能 成 立 ， 这 就 说 明了 和 欲求 的 
Px+xQ 的 极 小 值 是 ， 
Pxot+ XQ P' Xo XQ = PP’Q. 

便 7 设 和 PQR 的 三 个 内 角 部 小 于 120', XX 是 该 三 角形 
内 部 的 动 点 ， 试 求 PX 十 QX 十 RX 的 极 小 位 置 . 

[分 析 ] 这 个 问题 的 解答 不 是 一 晶 了 然 的 ， 即使 运用 解析 
几何 结合 微 积分 中 计算 极 值 的 方法 
去 求解 ， 所 涉及 的 计算 也 是 相当 繁 
" 复 的 。 但 是 下 面 我 们 将 用 一 个 西 妙 
的 转换 作出 入 法 的 解答 .当然 , 这 种 
巧妙 的 转换 并 不 是 很 容易 想到 的 ， 
举 这 个 例子 的 虽 的 就 是 要 让 淡 者 的 
党 一 下 推理 论证 的 录用 (党 脆 指 出 ; 
下 述 证 明和 结果 思 然 超出 了 十 希腊 

时 ?4 几何 学 的 知识 领域 

[ 解 ] 设 半 是 从 PQR 内 部 的 任意 一 点 ; 解决 速 题 的 巧妙 
想法 是 把 图 中 用 斜 线 标示 的 和 信 Q 忆 小 绕 日 点 作 一 80* 的 旋转 ， 
转 到 人 QR’X' 的 位 置 ， 则 AQR 和 A 人 QX'K 都 是 项 角 为 
60" 的 等 腰 三 角形 ,所 以 都 是 正三 角形 ,如 三 边 等 长 . 所 以 

PX+QX+RXR=R'X+Q NX’ XR 

一 只 ' 帮 "十 忆 " 大 十 天 玉 《是 一 条 由 及 ' 到 :了 
的 折线 路 径 的 总 发 ) 
所 以 当 下 在 RR 上 , PX+QX+ 玉 区 才 可 能 极 小 . 同 理 也 订 
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以 推论 的 极 小 位 置 Xo 也 必须 在 PP 和 QQ 上 所 以 , 所 
求 的 极 小 位 置 XX。 必定 就 是 书 'R, PP 和 'Q 这 三 条 线段 的 
公共 交点 ， 其 中 和 APQAR ,APRQ' 和 AQRP' 分 别 是 以 三 边 
为 底 的 正三 角形 . 


第 二 节 ”拓展 时 期 一 从 恒 等 到 相似 


沾 希腊 对 十 推 洪 儿 何 学 的 研究 ,到 了 公元 前 六 世纪 末 , 已 逐 
潜 由 垃 等 形 的 研究 推进 到 祖 似 形 的 探讨 ， 什 么 是 相似 形 呢 直 
岗 的 说 法 是 :两 个 形状 相同 ,但 是 大 小 不 一 定 相同 的 图 形 电 做 个 
此 相似 ， 全 如, 当 一 个 物体 正 对 着 尔 逐 小 由 运 而 近 时 ,对 于 你 的 
视觉 来 说 , 它 的 形状 不 变 , 伍 是 大 小 就 逐渐 由 小 变 天 了 ， 这 种 更 
象 的 几何 说 法 是 ,该 物体 出 远 而 近 时 , 它 在 你 的 视网膜 上 所 成 的 
像 的 形状 不 变 , 但 是 大 小 逐渐 放大 ， 这 就 是 想 似 形 常见 的 实例 
又 如 一 张 照片 的 放大 或 缩小 ， 族 电影 时 底片 上 的 形象 和 它 映射 
到 银幕 上 的 形象 , 都 是 彼此 相似 的 ; 一 张 调 量 图 或 地 图 , 基本 上 
也 是 把 测 得 的 各 地 位 置 和 道路 等 资料 缩小 成 相似 形 ， 抽 人 象 地 记 
录 在 图 纸 上 。 其 实 , 测量 学 的 基本 原理 就 是 这 一 时 期 中 古 希 腾 
推理 儿 何 所 韵 定 革 础 的 相似 形 基 本 定理 

这 一 时 期 的 推 型 几何 经 受 了 严峻 的 考验 ,初始 , 毕 达 哥 近 斯 
学 派 主观 地 论断 ;" 任 何 两 条 线段 都 是 可 公 度 的 ", 在 此 基础 上 证 
明了 相似 形 基本 定理 并 获得 了 一 系列 的 结果 ,接著 , 希 伯 斯 证 明 
了 两 条 不 可 公 度 的 线段 的 存在 ， 引 趋 了 几何 理论 甘 础 上 的 空前 
危机 .过 了 近 于 个 世纪 , 殉 都 克 斯 发 弄 了 逼近 法 ,重新 扶正 了 推 
理 几 何 的 基石 所 以 ， 这 是 几何 学 的 一 个 重大 的 转折 点 .本 节 
将 车 于 以 虐 历 史 为 线索 ,从 方法 论 和 认识 论 的 观点 , 阅 明 它 在 几 
何 学 发 展 史 力 对 整 个 人 关 理 性 文明 史上 的 重要 意义 
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一 、 相 似 三 角形 的 研究 

和 如同 在 前 面 一 节 中 所 指出 的 ,演绎 法 的 特点 是 ,在 所 要 研究 
的 事物 或 现象 中 ,对 各 种 各 样 的 性 质 或 问题 ,用 逮 辑 推 吾 的 方法 
把 它们 归结 为 一 系列 简要 的 基本 性 质 去 论证 或 解决 . 因此 ， 
越 是 简单 ,基本 的 性 质 越 是 重要 ， 在 相似 形 的 研究 中 ,首先 研究 
者 就 是 最 简单 .最 基本 的 入 似 三 角形 . 


C 


A B A 允 
图 2-5 | 
车 两 个 三 角形 A4 BC 和 人 A'B'C' 相似 (如 图 2-5), 则 其 
对 应 第 相等 ,其 对 应 边 成 比例 , 即 
LA4=A4 LB=LB’, LC=LC’, 
AB AC BC _ 
HB A 训 丰 0 全 各 娄 ) 
象 第 一 节 中 对 于 恒 等 三 角形 的 研究 一 樟 ， 我 们 要 探讨 两 个 三 角 
形 相 似 的 各 种 最 经 济 的 条 件 。 例 如 ,从 直观 来 看 , 当 两 个 三 角形 
中 有 有 两 个 具 角 对 应 相等 时 , 它们 就 “应 该 "相似 了 ， 我 们 怎么 去 
证 明 上 述 " 设 想 " 呢 ?让 我 们 先 看 一 个 特殊 的 情况 ， 
引 理 设 和 4B8C 和 从 4 BC 的 三 个 内 角 对 应 相等 ,而 且 
-4 一 1 4 0 为 一 正 整数 )， 
则 AC=#.AC'， BC=n-B8’C'( 亦 即 人 48C 和 和信 4'B'C' 相 
似 ). 
30 。 


[让 明 ] 我 们 将 对 用 归纳 法 证 明之 、 对 于 二 1 时 ,出 
(a's.a) 得 知 和 从 4BC 和 从 A'B'C’ 恒 等 ,所 以 引 理 成 立 ， 现 在 
我 们 要 出 引 理 对 于 msS 玉 时 都 成 立 这 个 归 纲 假设 出 发 去 证 明 
n= 十 1 时 引 理 也 跟着 成 立 ， 


国 2-6 
在 4 好 上 上 取 4 号 一 4 有 条 人 B= 人 LB (如 图 267. 
则 人 48C, 与 人 4BM0 位 等 (a.s.8) 所 以 A4C1=4’C', 
BCY 一 尽 C ， 亦 即 吾 以 把 证 阴 归于 人 48C 和 A4BC。 由 
于 同位 角 几 B= 人 LB, 可 知 B.C1f BC. 在 4B 上 取 到 -和 
吾 : 点 ,使 得 


ABri{k—1): AB,, 

-Bt 一 Ai ， 
过 Bei 和 已: 分 别 作 及 C 的 平行 线 ， 分 别 交 4C 于 于 Ce- 和 
C 点， 并 延长 BCa 到 万 ， 肥 DD 一 BC， 我 们 可 以 担 假设 引 
理 在 fe 一 1， 色 成 六 的 情况 用 到 A 人 ABr Ck! 和 和 A BiCt 
之 上 , 即 可 得 出 
0 人 DC PriGrei= (hk—1) "BC, 
CA 各 4C，BCaA BC . 
再 过 Cet- 作 4B 的 平行 线 , 交 BiCr 于 万 点 , 则 又 有 
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CIC ACi AC =k ACI— (kACI=AC!, 
iE~ BC = (一 0) :BIC1《 平 行 四 边 形 对 边 相 竹 ),: 
Ce BC 一 BE= BeCt— FriCi- = BC 
叉 因为 由 作 图， BeD 和 BC 平行 且 等 长 ， 所 以 四 边 形 
BsBCD 是 平行 四 边 形 , 即 得 DC 和 BB\ 如 平行 生 等 长 , 所 以 也 
和 Crt 平行 且 等 长 ,从 而 Cs-18CD 是 平行 四 边 形 ， 所 以 它 
的 对 角 线 互相 平分 ,这 就 证 明子 A 
， CC=ceiCe=4Cu CD= ECe= PIC. 
所 以 
AC=AC1T CiC=h ACI+ AC =(k+1) 4Cu 
BC=BiD=BCtt CD=h BC BC 一 (二 1) BC. 
这 就 证 明了 引 至 . 
推论 设 和 4BC 和 人 A4B'C’ 的 三 个 内 角 对 应 相等 ,而 且 
-好 名 一旦 ( 是 一 个 分 数 )， 
则 


[证 明 ] 如 图 2-7 所 示 , 在 4B. 上 取 -… 段 4B, 使 得 
AB=m:AP, 


的 


”32? ， 


在 A'B' 上 取 … 役 dB 使 得 A4'B'=n.A'Bi. 然后 分 别 作 
BCA BC, BiCi1 BC 由 候 设 -如 多 = 呈 ， 我 们 可 以 看 出 
AB1 二 A'B{， 而 凡 由 作 图 有 和信 4 BiC1 和 人 A'BICI 的 三 个 内 
角 对 应 相等 . 所 以 A4BC 和 入 41'B8iCi 恒 等 , 即 

4Ci=4dCi PiO=BiC!, 
再 用 引 理 , 即 得 
. AC=m: AC!, BC=m.BiC 
以 及 

A'C'=n"*A'C1, B'C’=n BCI. 

所 以 

AC _m BC m 

A nn’ BC rn 

[历史 的 回顾 ] 约 在 公元 前 六 ,七 世纪 ,人 毕 迁 哥 拉 斯 学 派 在 
几何 学 的 研究 上 , 主观 地 新 定 ," 任 何 丙 条 直线 段 都 是 可 公 度 的 "， 
那 就 是 说 , 对 于 任 给 两 条 线 跨 9. 6, 总 可 以 找到 另 一 条 适当 的 
绕 腾 w 使 短 a.6 的 长 度 部 怡 为 = 的 筷 数 供 , 即 @ 一 出 已 一 4 
或 豆 = 站 (是 一 个 分 数 )， 以 上 述 论 断 作 为 论证 的 基础 , 毕 达 要 
拉 斯 学 派对 许多 有 基本 重要 性 的 几何 事实 给 出 了 “证 明 "， 大概 
他 们 也 就 是 采用 上 面 引 理 与 推理 绝 论 证 ， 加 上 一 开始 就 论断 任 
何 光 每 线 段 之 间 的 比 从 都 是 分 数 ， 友 此 就 认为 已 经 严 阁 证 明了 
在 相似 形 的 研究 上 的 基本 定理 , 邯 
相似 形 基 本 定理 :. 设 A4BC 和 入 4A’B'C’ 的 三 个 内 多 对 

应 相等, 别 其 对 诺 边 成 比 例 ， 即 ” 


亦 即 它们 是 相似 形 。 
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另外 一 个 例子 是 ,他 们 也 基于 上 述 可 公 记 的 论断 , 对 于 求 而 
积 的 基本 公式 ;长 方形 的 面积 一 长 x 宽 "给 出 了 证明"， 内 此 
可 见 ,可 公 度 性 普 这 成 立 " 的 论断 疙 是 当年 毕 氏 学 派 在 推 更 几 
何 学 中 的 理论 基础 . 

但 是 到 了 公元 前 五 浴 纪 中 期 ， 举 氏 的 门人 希 伯 斯 侣 持 以 实 
事 求 是 的 态度 去 钻研 “可 公 度 性 是 否 普 遍 成 立 2" 这 个 基本 问题 . 
这 是 一 个 只 有 在 绝对 没有 误差 的 情况 下 才 有 意义 的 亲 题 , 它 是 
数学 史上 第 -次 提出 的 纯 理 论 性 问题 、 希 伯 斯 发 现 并 证 明了 一 
个 正 五 边 形 的 边 长 和 对 期 线 长 是 不 可 公 庆 有 的 (随后 他 又 证 明 
正方 形 的 边 长 和 对 和 角 线 长 也 是 不 可 公 度 的 )、 这 个 划时代 的 惊 
人 发 现 ,对 于 全 人 类 的 文明 来 说 ,其 意义 有 如 发 现 了 知识 领域 的 
新 大 陆 , 但 是 对 于 当时 和 希腊 (特别 是 毕 氏 学 派 ) 的 几何 理论 来 说 ， 
简直 是 一 个 天 翻 地 履 的 大 地 志 、 因 为 这 个 发 现 和 他 所 给 的 那个 
清晰 严格 的 证 明 。 芍 辩 地 特定 了 当时 几何 更 论 的 一 个 重要 其 础 
( 即 可 公 度 性 普遍 成 立 这 个 论断 )， 种 种 原 完 以 为 业已 完 使 的 证 
明 现 在 都 知道 是 不 完全 的 了 ! 从 而 动 播 了 当时 整个 几何 再 论 
的 基础 ， 给 古 希 腊 推 旬 几 何 学 前 期 的 理论 带 来 了 空 诗 的 主机 和 
挑战 ， 


二 、 硕 伯 斯 的 发 现 和 证 明 . 

要 实事 求 是 珊 去 研究 可 公 度 性 是 否 普 遍 成 立 这 个 度 才 的 其 
本 问题 , 必须 有 一 -个 切实 可 行 的 办 法 去 检验 两 个 给 定 绩 自 ay6 
是 否 可 公 冶 *? 下 面 让 我 们 先 讨论 一 下 轰 转 光量 攀 胜 计 ; 

[分 析 ] (i) 设 如 是 可 公 度 的 , 即 存在 一 个 适当 的 公 尺 
度 4, 使 得 6 一 本 5b 二 #4. 令 q 是 mf 的 最 大 公约 数 , 则 du 
就 是 同时 能 够 整 时 a.8 的 晨 大 公 尺度 . 

(ii) 可 以 用 驾 转 丈量 法 去 求 上 述 两 个 线段 0.6 的 最 长 公 尺 
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度 , 其 实际 过 程 如 下 ， 

设 上 是 0.0 中 较 短 者 ,我 们 可 以 用 4 
最 已, 则 @ 本 身 号 是 e 浊 的 最 长 公 尺度 ， 
余 段 六 使 bs9194 十 ri (gl 为 整数 ); i 县 六 大 光量 5， 六 
能 燥 量 @, 则 天 就 是 wp 的 最 长 公 尺 度 由 浆 得 一 伟 民 
rT 4 二 9s 7 十 fs 93 是 整数 ， 全 喇 崩 昌 rs 者 类 
好 rij,…， 如 此 絮 转 丈量 。 变 六 恰 ,上 避 六 总 划 请 就 是 ab 
的 最 长 公 尺 度 . 

《这 ) 也 许 读者 会 问 ， 会 不 会 有 绪 么 两 个 线段 4. 六 使 得 上 
述 龟 转 天 讲 术 还 不 能 目 休 ( 闽 即 永 运 不 可 能 得 到 rs 恰 能 蓝 量 
rT2) 的 情形 撒 刘 这 种 驾 转 丈量 永 无 止境 的 情况 真 
导 采 究竟 有 人 种 呢 * .上述 问 题 的 管 案 是 : FP 雏 转 类 盟 无 
二 龙 休 的 销 训 是 会 发 生 的 , 其 意义 就 是 e 必 这 样 两 个 线段 不 可 
公 许 ! 下 面 就 让 我 们 来 介绍 让 在 公元 前 四 ,五 吾 年 , 希 人 斯 发 现 
的 这 种 实 全 和 他 的 论证 吧 ， 

[ 希 伯 斯 的 发 现 ] 设 0.5 分 别 是 一 个 正 五 边 形 的 边 长 和 对 
有 线 长 , 则 4.8 不 可 公 谋 ! 

[证 明 ] 《我 们 证 明 用 o.6 米 租 上述 驾 轩 次 借 如 永 证 不计 
能 有 调 野 的 情况 出 现 的 。 下 述 大 至 上 就 是 希 信 斯 的 不 始 证 明 .》 
区 网 28 用 天 ， ABCDE 是 一 个 站 五 边 形 ， 它 的 天 条 边 发 部 是 
9, 它 的 二 条 对 休 线 民 部 是 避 . 

《ii)》 由 肉 角 和 公式 得 知 正 近 边 形 的 汪 个 内 伯 剖 等 :108"。 
入 ABC 是 等 腰 的 ,出 二 ABC==108", 所 以 人 LBAC=LBC4 
二 36", 国 哇 CBD 二 人 CDB==36”, 册 此 不 难 计算 得 

LABF=AABPC—-LDBC=108°—36°=72°, 
ANPC=180 一 天 BC 一 Clso，- 一 36" 一 36 一 108” 
4 站 一 180 一 108 一 72 


和 


所 以 和信 4FB 科 ALMHC 者 是 靠 属 三 肖 形 。 


了 图 28 
《让 )》 有 二 面 的 分 本 ,4 下 = 了 4 有 一 和 所 以 

PC= AC— AL=0b—a=r 
就 是 用 8 天 类 牙 刀 所 得 的 余 医 ,b=4 守 nn 将 4 延长 并 最 
BG=7, 也 将 DC 延长 并 最 CH =, 途 结 他 ,好 , 则 显然 由 作 
搁 有 :五 边 形 BGHCEF 的 五 个 内 角 部 108” ,提包 8=B8G 
二 FC=CH=r; 图 形 和 于 歼 六 成 对 区 5 
个 较 小 的 正 五 边 形 、 它 巷 对 角 线 长 是 0, 它 的 边 长 输 3 
段 . 


形 比 原 了 上 以 林 质 于 是 重复 地 青 散 一 次 闫 
样 的 多 何 企图 ,网 下 可 四 一 天 十 Pa 而 六 区 是 另 一 个 更 小 的 
下 五 进 形 (如 图 让 未 的 GJK 和 站) 的 对 角 线 长 和 过 长 . 

(iy) i j 论 ,不 不 难看 出 我 们 对 a.b 做 轿 恩 义 旱 
时 ,每 一 次 扬 散 的 玫 是 出 一 个 下 五 边 形 的 边 长 去 元 量 它 的 对 角 
线 , 所 以 当然 不 可 能 出 志 筷 计时 情形 。 撞 名 话说 ,对 于 0.6 的 联 
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转 丈 旱 是 永光 止境 的 ,这 就 让 明了 4a.6 是 不 可 公 雇 的 ! 

希 伯 斯 还 用 类 似 的 证 法 证 明了 正方 形 的 边 长 与 对 角 线 长 也 
是 不 可 公认 的 【读者 试 自 证 之 )。 这 些 发 现 不 仅 推翻 了 “可 公 度 
性 普遍 成 立 " 的 于 观 论断 , 从 而 起 站 了 推理 几何 的 钻机 ,而且 使 
人 类 认识 知 科 学 研究 的 产 肃 性 ， 进 而 认识 到 对 几何 基础 进行 理 
论 - 上 的 深入 探讨 的 重要 性 ， 

三 、 欧 都 克 斯 的 通 近 法 

如 何 来 能 救 推理 儿 何 学 上 由 和希 但 斯 的 发 现 引 起 的 这 个 宕 前 
的 危机 ? 这 蚌 对 污 寺 年 一 位 几 父 学 家 的 疾 历 挑战 ! 大 续 经 过 了 
,丰硕 由 的 几何 学 家 终了 克服 了 “不 可 公 麻 
困扰 ,所 用 的 这 我 们 在 下 曾 将 柴 订 沦 


的 欧 都 克 捧 . 
[分 析 ] (i) 从 长度 的 度量 观点 来 看 ， 妆 我 们 册 一 个 线段 
4 去 “ 度 晤 " 另 一 个 线段 了 时, 我 们 所 求 的 是 两 者 在 长 度 -的 比 


值 ， 在 a.6 可 公斤 的 情形 就 是 在 在 6 的 一 个 返 当 等 分 十 6 使 
得 5 以 好 坚 它 的 整数 贷 二,( 汪 4a), 所 以 其 比值 是 一 个 分 数 加， 
友之 ,在 4.6 不 可 公 庆 的 情形 (例如 上 述 希 伯 斯 所 发 现 并 且 证 明 
了 的 两 个 实例 ), 则 的 任何 等 分 部 大 法 整 晤 六 . 换 句 话说 ,对 下 
任 给 整数 症 ， 当 我 们 试用 二 6 去 于 最 5 时 ,总 是 产生 5 比 汪 a 
的 荣 -- 匡 数 侍 还 要 长 点 、 但 是 比 下 一 个 整数 倍 却 又 要 短 虹 的 情 
况 , 亦 即 在 在 有 -一 应 的 况 数 mm, 使 御 
m. (0) Cr 人 o). 


也 即 .9 在 长 度 上 的 比 全 二 介 于 于 和 亚 直 1 之 间 , 邯 


(证) 在 中 和 不 村 公认 的 情形 ， 卫青 然 不 是 一 个 分 数 ,但 当 
我 们 到 ， 选 步 如 大 时 ,也 器 可 以 逐步 地 家 所 的 次 、 右 夹 通 分 娄 
流 似 信 ,其 误 闪 意 洲 鱼 小 ， 从 男 一 方面 浅 丰 ,因为 妃 林 身 根本 
不 是 分 数 , 所 以 上 当 设 关 呈 然 可 以 小 到 任意 个 ,部 永 远 不 全 等 于 
6。 用 近似 的 说 法 ,于 全 也 员 热 不 起 分数 ,但 冰 它 可 以 烙 分 数 无 
限 地 因 近 (办 出 庆 过 莘 涡 闫 任 前 小 的 科 度 ). 


《iii) 在 5,b 不 可 公 度 的 梢 形 , 比 依 过 毕 然 不 是 分 数 ,但 是 
它 和 一 个 给 定 的 分 数 过 之 癌 隐 大 小 关系 是 不 闪 用 实战 加 以 检 
验 的 , 妈 
f 当 筷 a>g 必 ( 即 卫 及 a 祖 连 要 比 4 段 5 相连 长 ), 则 二 > 二， 
| 


站 age ( p 肌 9 和 迁 允 出 9 豚 ! 相 话 短 ), 则 三 < 
4 三成 的 分 析 , 就 有 下 面 的 
欧 都 克 斯 检定 法 则 ” 设 o.0; .6b/ 是 两 对 直线 段 , 则 此 一品 
( 即 两 对 在 长 度 工 的 比值 祖 靠 ,也 中 做 成 出 例 ) 的 检定 法 则 是 :对 
下 任意 给 出 的 正 整数 偶 办 9， 


当 pa>9b 时 , 则 pa’ 也 一 党 站 gb 
1 当 pea=06 时 , 则 Ba! 电 
人 pa 时 .出 Bur 也- 


[ 季 析 ] 人) -此 述 


证 沾 四 中 开 生 而 芭 中 是 分 数 的 情 
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形 是 黑 然 成 立 的 ， 它 的 用 公证 要 在于 女生 不 是 分 数 的 情 
形 . 

Ci) 大 数 的 观点 来 说 ， 工 述 析 定 法 则 开明 ,也 和 必 这 丽 
个 让 信 相等 的 必要 充分 杀 体 是; 当 把 它们 和 … 个 任 给 分 数 过 
相 比 较 时 ,其 关系 是 同时 比 二 小 :或 同时 和 去 相等 ， 或 同时 线 


二 六 ， 
[证 明 ] 《只 讨论 不 可 公 度 的 情形 ) 对 于 任 给 4( 可 以 非常 
大) 由 前面 的 分 析 得 知 存在 关系 
mb -m+1l 
TS 
册 上 述 答 完 条 件 , 焉 著 也 有 关系 
mb m+1 
rn 
后 以 蕊 和 名 之 间 可 能 有 的 关 别 一 定 得 小 于 汪 ， 但 是 上 述 # 是 
可 以 选 得 任意 天 的 ,所 以 上 是 可 以 任意 小 的 这 就 说 明 丁 志和 
全 这 两 个 定 表 之 问 的 可 能 差别 要 小 于 可 以 任意 小 的 十, 唯一 的 
可 能 性 是 两 震 股 有 差别 , 即 了 = 多 
网 都 克 产 法 则 的 重要 性 在 于 可 用 来 作为 理论 上 让 明 的 全 
据 , 下 面 我 们 就 以 相似 形 理 的 证 明 为 例 ,来 初步 说 明 它 的 
用 法 ， 站 弓形 基本 定理 说 ， 当 人 4 8C 和 A_41BC' 三 个 内 角 
对 应 相等 时 ,其 对 应 边 成 化 例 , 即 


AB .AC .26 
AB A 


zt 
$9 


亦 即 它们 相位 ， 

在 本 节 第 一 段 的 引 下 和 推论 中 ， 普 已 对 4 人 B 积 48 可 公 
度 的 情形 给 出 了 十 述 定理 的 证 明 . 现在 让 我 们 用 欧 都 克 斯 法 
则 , 把 上 述 定理 在 AB’ 和 .48 不 可 公 度 的 情形 的 证 明 用 已 证 
明了 的 可 公 度 的 情形 来 加 以 推导 . 

[ 棚 似 形 基本 定理 的 补 苔 证 明 ] 对 于 任 给 分 数 二， 让 我 们 
分 别 以 起 "4 /可 cg 4 和 记 '4 百人 8 4 刁 这 两 种 情形 来 论 
证 ， 

A 
rr" 


图 2-8 
《i) 如 图 2-9, 设 p'4A'B8'<9g*A4B: 在 48. 上 取 一 段 4B， 
使 得 4 加 一 各 .A' 妈 , 然 后 过 有 点 作 BC 的 平行 线 , 交 4C 于 
Ci 点, 则 人 4BIC1 和 人 和 AB'C' 的 三 个 角 对 应 相等 ,所 以 由 
推论 (现在 是 可 公 守 的 情形 1 得 知 
了 4B_ 4C ,BC 


TAB AAC BO 
由 假设 玫 4 忆 友 4B 不 难看 出 .4Ci<.4C 和 用 C1<BC, 所 以 


\ 


+ 


入 > 钨 履 > 多 地 
亦 即 总 40 <q* 4C 和 pb B'C'<q'BC. 

(证 ) 设 p'A'B'>9-4B. 在 4 召 的 延长 线 上 可 到 一 段 
ABs 使 得 上 4 可 一 号 4 有 1 然后 注 Bs 点 作 BC 的 平行 线 交 
A4C 的 延长 线 于 Ci 点. 同 理 有 从 4BiC; 和 人 入 A4'B'C' 相 似 , 即 

pb_ AB: . AC, _ B,C, 


g AB’ AC* BO 
再 由 4Bs 沁 4B, 涉 礁 丰 出 ACs>AC, BsCs 之 BC, 所 以 
P'AC'>9 AC, PB'C'>q'BC, 
总 结 (ij)、( 主 》 的 证 明和 网 都 克 斯 检定 法 则 , 推论 可 得 
AB -4C -BC 


AB AC™ BE 
由 上 述 可 畴 翰 ， 欧 都 克 斯 检定 法 划 的 重要 作用 就 是 能 把 失 
型 几何 学 中 许多 原先 "基于 可 公 度 性 "的 论证 推广 到 不 可 公 度 的 
情形 ， 换 句 话说 ,把 原 完 不 完全 的 证 明 补 充 得 完 告 无 缺 ,把 原先 
由 于 希 伯 斯 的 发 现 而 动 据 了 的 理论 基础 给 以 扶正 ， 重 新 商定 了 
坚实 的 儿 何 理论 基础 ,从 方法 论 上 来 看 , 歌 都 帘 斯 检定 法 则 实质 
上 是 一 种 退 近 法 ,包含 着 极限 的 思想 ,可 以 看 成 是 近代 无 理 数论 
的 先驱 ， 它 是 下 耐 的 温 近 原理 的 雏 型 
沽 近 硅 再” 设 aa' 是 两 个 实 才 。 俱 如 它们 同时 被 一 个 通 
增 数 列 {qo} 和 一 个 过 总 数列 {6。} 所 堪 , 庙 类 通 ， 而 且 《加 一 9) 
在 8 增 大 时 可 以 小 到 任意 小 , 即 
WE a, 
a bb by 
(an) 0, 


"dl* 


则 5 汉 须 苯 于 ar， 摘自 话说 ,上 还 左 、 右 夹 迄 数列 唯一 地 确定 
了 介 玫 其 间 的 那个 被 蜗 近 的 实数 9 

应 该 指出 ， 隐 都 克 斯 实际 上 上 比 阿 基 米 德 更 早 北 提出 并 应 用 
六 后 来 以 阿 医术 德 命名 忧 阿 若 米 德 公理 ( 见 下 一 节 )， 欧 都 克 斯 
迁 近 法 的 出 现 标志 着 古 参 腊 学 已 趋 于 成 熟 ， 它 为 十 着 
隘 推 理 几 何 学 全 交 时 期 的 到 来 开 牌 了 坦途 . 


第 三 节 全 盛 时 期 


古 希 中 的 推理 几何 学 在 完美 地 解决 了 不 可 公害 是 的 发 现 所 
引起 的 危机 后 ,于 公元 前 四 世纪 进入 了 应 撮 发 展 的 全 盛 时 期 ,在 
这 眉 时 期 内 , 惟 理 几 何 学 的 研究 对 象 从 直线 扩充 到 圆 准 曲线 ,从 
下 画图 形 扩展 到 空间 的 和 曲面 ， 欧 都 克 斯 的 逼近 法 被 朵 基 米 乱 扒 
让 了 并 二 灵活 地 用 于 种 种 曲面 面积 和 锥 体 体 积 的 求 积 问题 , 获 
得 了 许多 杰出 的 成 果 . 限 宇 篇幅 , 林 节 只 能 择 其 精 要 , 赂 述 如 
下 ， 


一 ， 球 , 柱 和 锥 


球 . 柱 和 锥 都 是 常见 的 形体 ， 十 希腊 几何 学 者 对 它们 的 风 
何 性 质 有 着 许多 重要 的 发 珀 . 

在 公元 前 三 世纪 , 住 在 现在 埃及 的 亚 历 出 大 城 ( 当 时 希腊 文 
明 的 文化 中 心 ) 的 依 瑞 都 山 尼 就 已 经 运用 简单 的 几 亿 知识 全 计 
了 地 球 的 半 经 约 为 7270 公里 , 它 和 近代 利用 人 章 瑟 旦 的 调 量 数 
据 6378 公里 仅 基 15 钨 ! ， 

约 在 公 2 纪 ， 阿 基 米 篇 对 当时 的 科学 作出 了 许多 重 、 
大 的 贡献 ,而 他 本 人 自 认 为 最 得 章 的 杰作 就 是 求 出 并 且 证 明了 : 
一 个 半径 为 呈 的 球 咖 面积 是 4r 中 2， 河 基 米 德 对 这 一 结果 的 证 
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明 ,从 下 面 叙述 的 他 对 锥 体 体 融 公式 的 具有 同一 又 烙 和 方法 的 
证 明 申 未 难 想见 

阿 基 米 德 是 ~ 个 虐 精 遂 理 论 又 普 二 实验 的 科学 家 ， 他 经 党 
运用 实验 的 方法 去 探索 他 所 要 处 研 的 理论 问题 ， 然 后 将 由 此 儿 
想 的 答案 给 以 严 尾 的 证 明 .。 

当年 阿 基 米 德 是 用 实验 法 先 去 探索 三 角 锥 体 的 求 积 公式 
的 , 他 用 铝 皮 做 了 一 个 三 角 锥 体 的 容器 (如 图 2-10); 再 做 一 个 
以 同样 的 三 角形 为 底 的 等 高 站 角 柱 形容 状 ， 然 局 用 三 角 欠 形 的 
杯子 感 洲 水 ,一 杯 杯 往 三 角 柱 形 的 杯子 里 渡 . 他 发 现 例 上 三 杯 
沦 伦 可 以 扎 它 盛 满 ， 这 种 实验 使 他 获得 了 下 述 经 验 公式 ， 


赢 同 高 的 柱 体 体积 


可 


一 个 绿 体 的 体积 一 二 x 一 个 


一 十 X 底面 积 x 高 


图 2-10 


接着 , 阿 基 米 袜 项 望 用 几何 学 的 理论 去 严格 地 证 明 上 上 述 经 

验 公 式 的 可 音 性 。 很 自然 会 试 着 把 三 个 恒 等 的 三 角 锥 体 ， 经 过 

适当 的 有 限 次 切割 拼 广 ， 来 组 台 一 个 同 底 等 高 的 三 角 柱 体 ， 但 

是 这 种 尝试 是 不 会 成 功 的 《近代 数学 可 以 证 明 这 各 有限 次 切割 
和 


拼 岩 的 不 存在 性 ), 折 以 阿 基 米 德 又 用 上 他 柄 当 襄 和 手 的 无 限 细 分 
逼近 法 了 . 

[ 阿 基 米 德 锥 体 体积 公式 的 这 
明 ] 设 弦 体 的 误 为 A 用 Cm 一) 
个 相距 为 二 的 平行 面 把 锥 体 切 成 
玉昌 认为 二 的 三 角 台 休 (只 
有 第 一 个 是 一 个 锥 体 )， 其 中 由 上 
往 下 数 ( 见 图 2-11) 的 第 j 个 台 体 
的 上 底 为 和 4i-1Bi-1Ci-1， 下 座 
为 和 AiBiCi, 设 和 从 AB8C 的 面积 
为 ,不 难 电 相似 形 性 质 推 出 


AL-iBriCr 的 面相 = (1 .0， 


A411C; 的 面积 (二 ) -0“ 
所 以 就 有 
(< i 个 各 体 的 位 和 
< 二- 
洗 上 述 不 等 式 懿 一 相 加 , 即 得 
和 人 
之 名 ,2 二》 
利用 平方 和 的 求 和 会 式 印 得 


4 


bh 1 t 
< 全 -t+ 而 ) 
jb bh 1 1 请 
能 体 体积 和 如 部 是 介 于 时- 一 上 (一 喜 ) 也 
(+) (1 十 十) 的 两 个 定数 ,因为 当 无 限 增 大 时 ， 上 述 左右 
夹 过 数列 之 差 可 以 小 到 任意 小 ， 所 以 由 欧 都 上 斯 逼近 原理 得 知 
亦 即 下 列 公 式 得 证 
三 角 纹 体 体积 一 二 bs 二 底面 积 X 高 
推论 1 由 上 上 述 三 角 输 体 体积 公式 ,不 难 用 切 制 相 加 去 推导 
任何 多 角 饶 体 体积 公式 也 是 十 X 底面 积 X 高 
推论 2 .我 们 可 以 把 球体 畴 成 无 数 个 顶点 在 球 心 .底面 在 球 
面 的 小 锻 体 的 组 合 ， 所 以 结合 上 述 钥 体 体积 公式 和 球面 面积 公 
式 , 即 得 下 述 球 体 体积 公式 
球体 体积 公式 一 二 尼 ,4r 尼 一生 和 Ra 


二 、 贺 锥 曲线 “ 


直 希 腊 的 几何 学 家 不 但 对 于 男 、 球 . 维 进 行 研究 , 而 且 还 对 
其 他 的 多 种 曲线 如 榜 轴 .抛物 线 . 双 曲 线 等 等 的 性 质 进行 研究 并 
且 获 得 杰出 的 成 果 ， 其 佼佼 老 当 首 推 公元 前 四 世纪 的 孟 奈 奇 姆 
和 公元 前 三 世纪 的 阿波 罗 尼 ， 时 隔 两 千 多 年 ， 古 希腊 的 几何 学 
家 的 姥 种 演 疯 山 巧 妙 的 几何 思想 方法 依然 光 采 展 人 , 值得 为 后 
信众 星 ， 下 面 以 对 这 些 有 时 线 的 最 基本 性 所 的 推导 为 例 略 本 说 昌 
之 


，4 人 5 ， 


设 五, 六 是 祖 安 于 O 点 的 两 条 二 线 ,让 1s 以 六 为 轴 旋 转 , 巩 
得 的 曲面 就 是 一 个 圆锥 面 .再 用 不 过 口 点 的 平面 去 切割 圆锥 所 ， 
所 得 的 曲线 n| 做 辐 锻 曲 排 ， 如 图 2-12， 设 二 和 户 的 实 角 为 0， 
割 平面 和 轴线 放 的 炎 角 为 B. 则 当 B>>a 时 , 戴 痕 有 曲线 叫做 椭 
加 ,B==a 时 ， 截 六 曲线 叫做 执 牧 线 ,，B<c 时 ， 截 并 本 线 分 为 .二 
下 两 支 , 叫做 色 曲 乒 ， 这 宇 类 团 线 总 称 为 贺 狼 槛 线 (或 固化 戴 
线 )。 这样 就 对 上 述 三 种 曲线 有 了 一 种 统一 的 产生 办 法 与 处 再 
方式 。 


图 2-12 眼 2-13 
现在 疼 一 下 三 种 曲线 的 最 基本 性 质 ， 
(i) 当 B>a 时 ， 如 图 2-13， 在 圆锥 外 密 进 黄 个 球 分 间 从 
二 、 玉 两 方 与 寡 半 面相 切 于 玉生 s 点 ， 曾 与 圆锥 而 旭 切 之 国 
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Cl 和 Ci， 设 也 为 哉 痕 上 长 意 一 点 ,联结 直线 OP, 交 C,, Cs 于 
Qi Qs 点 , 齐 认 
PQ=PFI，PQ: 一 PP (切线 长 相等 )， 


所 以 
PF,+PF;,= QQ:. 

再 者 , 当 了 点 在 截 痕 上 变动 时 ,QiQ: 的 变化 就 是 产生 锥 面 的 旋 
转 ,， 所 以 当然 长 度 不 变 , 即 Q,Q, 二 定 长 ， 这 样 就 发 现 了 椭 圈 的 
: 妖 加 是 平面 上 和 两 个 定点 Fi 所: 的 距离 之 和 等 于 定 
长 的 轨迹 CPi, Fi 叫做 它 的 焦点 )， 

(站 》 当 Ba, 则 割 平面 和 贺 锥 交 汪 上 ,下 两 支 , 如 图 2-14 
所 示 , 我 们 仍 可 上. 下 塞 两 个 切 球 (这 次 它们 分 居 圆 锥 的 上 ,下 
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两 部 ), 它们 和 玫 锥 分 别 切 于 贺 C, 和 Cs, 和 割 平面 切 于 F1、 五: 
设 忆 为 截 疗 上 企 意 一 点 , 联结 直线 O 忆 分别 交 CC: 于 
Bi.Qs 点 , 则 同样 地 可 以 得 出 
了 PF, 二 PQi, PP:= PQ (切线 长 相等 )， 
QiQ: 的 长 度 (和 PP 点 的 位 置 无 关 ) 是 一 个 常数 ,所 以 
QQ:=PQ, 一 PQ 一 PF, 一 PF 二 常数 . 
这 样 就 证 明了 双 更 线 的 几何 竺 性 为 ， 双 曲线 是 平 画 上 和 两 个 定 
点 的 距离 之 差 的 绝对 值 等 于 常数 的 轨迹 (FF,, 玉 , 叫做 它 的 信 
点 ). 
(ii 当 B=a 时 , 划 淹 平面 和 国 锥 面 交 半 开 口 的 一 支 , 如 
图 2-15, 这 时 , 我 们 只 能 塞 一 个 切 球 , 它 和 圆锥 相 切 于 圆 C, 和 


(A 六、 
SBN 


PY 


和 


割 平面 相 切 于 已 卜 ， 青 背 , 圆 C 所 在 的 平面 和 制 平面 交 于 一 条 
直线 二 下 做 准 线 ， 
讼 已 为 截 冻 上 的 任意 一 点 , 联结 OP 交 贺 CC 于 QQ 点 ,再 由 
已 点 向 准 线 1 作 很 线 PR 由 假设 ， 可 以 将 PQ 旋转 到 和 PR 
平行 的 位 置 P'"Q'， 这 样 ,就 不 准 看 到 
PF=PQ (切线 长 相等 )， 
了 PQ= P'Q' (旋转 , 保 长 )， 
了 PR 二 P/Q'《 平 行 移动 , 保 长 )， 
所 以 PF 二 PR=P 点 到 准 线 的 距离 . 
总 结 上 桩 讨论 , 即 得 抛物 线 的 几何 性 笑 为 ,平面 上 和 定点 及 
一 定 直线 距离 相等 的 轨迹 《 读 定 点 叫做 它 的 售 点 , 谈 定 直线 叫做 
它 的 准 线 ) - 


三 、 欧 几 里 德 的 几何 原本 和 希 尔 伯 晓 公 却 系统 


欧 几 里 德 是 亚 珊 山大 大 学 早期 的 用 何 学 讲座 主讲 人 - 他 把 
当时 古 项 腊 在 推理 几何 学 上 的 成 就 ,精心 区 再 篇 组 ,写成 了 一 个 
有 系统 的 演绎 几何 体系 . 全书 共 有 十 三 卷 ， 我 国 最 二 的 译本 为 
明 朝 万 历 了 未 年 (1607) 由 大 学 士 徐 光 户 与 天 主教 徒 意大利 人 利 
弄 赛 (Matteo Ricci) 对 前 六 卷 的 合 译本 ， 取 名 "几何 原本”. 

殉 几 里 德 在 “几何 原本 “中 力图 把 岂 何 学 串 统 任 一 些 原始 的 
定义 .公设 和 公理 (也 就 是 于 本 性 质 ) 的 基础 上 , 热 质 由 这 些 假 设 
利用 姿 辑 推理 (演绎 法 ) 导出 后 面 的 一 切 定理 。 移 名 话说 , 任何 
一 个 命题 ,不 管 它 多 么 显而易见 ,内 训 林 也 含 在 完 义 ,公设 :公理 
里 就 应 该 证 时. 这 正 是 近 红 公 钴 法 的 涯 起 ， 隐 抑 旱 德 所 建立 的 
欧 氏 几何 体系 统治 了 几何 学 长 达 二 千 多 年 从 | 1482 年 议 来 它 
以 各 国 诺言 出 了 500 版 以 上 . 

然而 ， 下 几时 德 所 处 的 时 代 毕 竞 还 只 是 人 类 文明 的 初期 ， 
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所 以 限于 他 所 处 的 时 代 ， 欧 儿 里 德 不 可 能 拒 几何 学 作为 报 据 的 
基础 完美 无 热 把 药理 好 ， 因 此 “原本 ”的 逻辑 系统 不 是 很 殉国 
的 , 它 在 好 几 个 地 六 显示 出 漏洞 来 。 正 国 其 如 此 ,在 "不 本 "问世 
拓 的 二 竺 多 年 中 ,一 方面 “原本 "作为 用 严格 的 当 名 来 叙述 科学 
的 典范 ,对 整个 数学 甚 守 于 蓝 个 科学 起 着 既 深 且 广 的 影响 ; 另 一 
方面 , 对 于 “原本 "在 逻 担 上 的 缺点 以 及 它 作 为 根据 的 几何 基础 
的 批评 ,整理 和 研究 从 米 停止 这 ,我 们 在 第 五 意 中 将 进一步 息 述 
这 一 点 。 

到 了 十 亢 世 纪 上 半 叶 , 非 欧 几何 宣 售 诞生 ( 详 见 第 五 章 ) 使 
得 彻底 整理 几何 学 爹 部 的 殿 辑 基础 咸 为 一 个 迫切 的 任务 。 到 了 
十 九 世 纪 末 ， 已 经 发 表 了 许多 这 方面 的 研究 。 近 代数 学 各 分 支 
的 发 展 和 成 高 .也 为 对 这 个 问题 作出 完善 的 解决 创造 了 条 件 . 
德国 数学 家 名 尔 伯 赔 在 他 杰出 的 重要 著作 “几何 学 基础 ” 四 
中 ,把 “ 几 簿 若 本 "市 的 定义 .公设 和 公 王 加 以 精 选 : 强 充 甘 冯 
加 工 , 建 举 了 一 个 完善 的 公理 系统 ,使 得 "原本 "下 的 讽 ee 
修正 ,从 而 使 驳 马 几何 获得 了 午 固 揭 基 础 ， 

“项 尔 铂 脱 公理 系统 归结 为 下 述 五 类 公理 : 


第 一 类 公理 关联 公理 ( 众 埋 公 者 ) 


(1) 已 科 A 和 日 两 点 ,所 有 二 一 直线 它 属 对 二 和 奋 这 两 
点 的 大 一 启 , 而 且 4 和 暂 这 两 点 网 世 一 点 也 属于 0 

《2) 已 知 A 和 旧 两 点 ,至 多 有 一 直线 , 它 属 巴 4 和 ,如 这 两 
点 的 每 一 点 ,而 县 过 和 和 怪 这 两 点 的 条 一 点 也 属于 这 直线 

(3) 一 直 级 上 至 少 有 两 点 ;得 少 有 三 点 不 在 同一 一 直线 上 ， 

:《 科 :已 知 不 在 同一 直线 上 的 姐 、 局 和 @ 三 专 ， 蛋 有 一 平面 
a 它 电 于 有 .日 和 CC 这 三 点 的 每 一 点 ,而 且 A. 日 和 CC 这 三 点 
的 每 一 点 也 属于 a， 包 知 一 平面 , 恒 有 一 点 局 干 这 平面 ,两 且 这 


0. 


平 国 也 晶 于 这 虑 
《5) 已 起 不 在 同 一 直线 上 的 人 .总 和 台 三 点 ， 生 多 有 一平 

， 于 好 .日 和 CC 这 三 点 的 尊 一 点 ,而且 全, 好 和 人 这 三 可 

光 闪 一 点 也 昌 于 这 平面 。 

(6) 车 一 点 线 0 的 A 和 上 电 两 点 在 一 平面 4 上， 则 0 的 每 

在 平面 9 上. : 

(7) 车 0 利 两 平面 育 一 公共 点 和 4, 它们 至少 还 认 另 一 公 


《8) 至 少 有 四 点 不 在 同一 平面 上 。 


第 二 类 公理 ”次序 公理 

(1) 车 一 点 户 在 一 点 及 和 一 点 忆 之 闻 ， 则 4.、 爵 和 C 是 
一 直线 上 不 同 的 三 点 ,两 且 如 也 在 CC 和 4 之 间 . 

(2) 已 知 A 和 两 点 ,直线 4C 上 怪 和 到 省 有 一 志 吾 ,使 香 
己 在 4 和 如 之 间 . 

(38) 一 直线 的 任 高 三 点 中 ,至 多 有 一 点 在 由 他 两 起 之 

《全 设 用 在 和 吕 是 不 在 同一 直 找 上 的 忆 吉 ， 设 旬 是 平面 
.10C 的 一 直线 ， 但 不 通过 过 、 奋 、C 这 三 点 中 的 尾 一 点 。， 潜 直 
我 8 递 过 线 笑 4 日 的 一 点 ， 则 它 必 定 也 通过 线段 4 全 的 一 点 或 
通过 线段 BC 的 一 


:和 
第 三 类 公理 ”合同 公理 
(1) 设计 和 爵 是 一 直线 8 上 的 两 湿 ，4' 是 这 直线 或 男 一 
直线 01 上 的 一 点 ,而 且 给 了 直线 a 上 4! 的 一 侧 ， 则 在 直线 91 
襄 TT 
上 .4A' 的 这 一 倒 , 恰 有 一 点 B', 使 得 线段 AB 和 HrB? 合 向 
或 相等 ,用 记号 束 示 , 即 AB= A'B' 
(2) 落 两 线段 4B' 和 I”B” 都 和 另 一 线段 4 呈 合 间 ， 划 
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这 两 线段 人 站 和 A”B" 也 合 问 之 ,车 4B'=e.4B, 而 县 
1Br'=.4B, 则 A'B'eA"B”. 

(3) 设 两 线段 4 和 BC 在 同一 直线 a 上, 除 占 外 无 公共 
点 ,而 且 两 线段 AB' 和 有 1C 在 这 直线 或 另 一 直线 4/ 上 ,人 除 昌 1' 
外 也 无 公共 志 ， 若 4B 和 = 4'B', 而 且 BC B'C', 刚 AC=A'C'. 

(4) 设 给 定 了 一 平面 Q 上 一 个 角 A(r,R), 一 平面 Qa’ 上 的 
一 直线 9/ 和 在 Q* 上 47 的 一 储 ， 六 是 Q/ 上 的 从 一 点 07 起 始 
的 一 条 射线 , 则 平面 a7 上 恰 有 一 条 射线 RR',， 使 角 Cr 有) 与 角 
(71,R') 合同 或 相等 ,而 且 使 角 Cr 名) 的 内 部 在 a/ 的 这 给 
定 了 的 一 侧 ; 用 记号 表示 , 邮 和 (+， 名 人 Lr/ 和) 每 一 个 衣 和 
它 自己 合同 , 即 (7 ,k)= 人 (+,). 

[ 注 ] 设 w 是 任 一 平面 ， 贡 且 了 和 睛 是 避 上 的 从 一 点 口 出 
发 的 不 属于 同一 直线 的 遇 条 射线 ， 我 们 把 这 一 对 射 线 7 和 入 叫 
做 一 个 角 , 用 Cr ,) 或 人 (r',k?) 表示. 射线 ?和 射线 刀 岂 做 这 
个 角 的 边 , 点 D 称 为 这 个 角 的 项 点. 若 4,C 分 别 是 7 名 上 的 一 
点 ,那么 这 个 角 也 可 用 人 4OG 表示 . 四 

《5》 两 个 三 前 形 4.BC 和 A 雪人 1 著 有 下 列 合同 式 ， 

AB= A'B', AC= AG’, .LBAC=LB'ATC’, 
刚 也 恒 有 合同 式 ， 人 ABC=AA'B'C'. 


第 四 关公 更 “平行 公理 (又 称 歌 几 里 德 第 五 公设 ) 

设 0 是 任 一 直线 ,4 是 0 外 的 储 一 霹 , 在 人 Hh 滞 A 所 决定 的 
平面 上 ,至 多 有 一 和 直线 通过 .4. 而 且 不 和 4 相交 。 

第 五 类 公 ”连续 公理 

(1) (度量 公理 或 何 菇 米 捷 公 理 ) 若 4 已 和 -CDD 是 任意 两 线 
发, 从 点 和 起 始 并 通过 点 日 的 射线 用 昌 上 必 有 这 祥 的 有 限 个 点 
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导 1 2，…，n， 彼得 线段 4 .41, .44 dd 都 和 线段 
CD 合同 ,而 县 朋 在 .4 和 As 之 间 ， 

(2) (直线 完全 手 公 理 》 一 直 绕 上 的 点 所 成 的 点 集 ， 在 保持 
直线 上 的 次 序 ,第 一 条 合同 公理 和 阿 基 玉 德 公理 的 条 和 件 之 下 ,不 
可 能 再 行 扩充 。 


这 五 类 公理 决定 了 欧 氏 几何 体系 ， 换 名 话说 ， 从 这 个 公理 
系统 出 发 ， 运 用 逻辑 推理 的 方法 可 以 演绎 出 整个 欧 氏 几 何 . 读 
者 不 妨 选择 一 、 两 个 几何 定理 来 加 以 证 明 。 这 种 用 公理 系统 定 
义 儿 何 学 的 基本 对 象 (如 点 、 直 线 ,平面 等 ) 及 其 关系 (如 属于 , 介 

,合同 于 等 ) 的 研究 方法 叫做 公理 法 ,， 它 已 成 了 数学 中 的 一 个 

虽然 公理 法 有 着 其 高 度 抽象 概括 的 优点 ,然而 ,一 个 公理 系 
统 的 选择 乃 是 在 人 们 认识 客观 世界 和 解决 实际 问题 的 过 程 中 完 
或 的 如 果 一 个 公理 系统 不 能 找到 合理 的 、 实 用 的 数理 模型 去 
解释 它 ， 那 么 它 是 没有 生命 力 的 ， 项 系 伯 脱 的 公理 系统 正 是 对 
实验 几何 学 和 推理 几何 学 在 描述 现实 空 乌 和 解决 实际 问题 中 获 
得 的 那些 简要 的 基本 人 性质 的 抽象 概括 , 它 的 基本 对 象 , 如 点 , 直 
线 和 平 茵 等 等 ,都 可 以 有 具体 的 宜 观 解释 . 

从 前 画 对 于 委 合 和 反射 对 称 的 关系 的 分 析 ， 不 难 发 现 希 尔 
伯 脱 公理 系统 中 的 合同 公理 实质 革 就 是 空间 的 反射 对 称 福 ， 也 
就 是 说 ,合同 是 图 形 经 过 反射 对 称 及 黄 组 合 的 结果 ,向 后 者 是 实 
更 合同 的 动作 (或 变换 ). 所 以 ,在 公理 系统 中 用 反射 对 称 性 (从 
而 网 立 图 形 合同 的 概念 ) 来 蔡 代 合同 公理 在 逻辑 上 将 是 完全 等 
价 的 。 这 -种 替代 应 该 说 是 更 为 自然 徇 ， 利 用 这 一 神 想 法 , 在 
第 六 亮 中 我 们 将 简单 明了 地 风 殉 氏 、 非 欧 和 球面 几何 进行 统一 
的 处 至 . 
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习 题 
1， 试 证 : 在 一 个 三 角 湛 中 ,大 动 对 应 大 角 , 或 大 角 对 应 


2. 试 证 :一 个 平行 四 边 形 的 对 角 线 互相 平分 。 
、3， 试 给 出 匆 股 定理 的 两 全 不 同 证 明 ， 
试用 轮转 光 量 检 验 法 则 证 明正 方形 的 边 长 和 对 角 绪 
长 不 可 公 度 ， 
5 试用 通 近 法 证 明 半 径 为 咏 的 球面 面积 为 4r 责 . 
6 试 直接 从 关联 盆 理 出 发 证 明 ， 每 个 平面 至 少 有 三 个 
不 在 一 条 直线 上 的 点 ， 
7， 试 直接 从 关联 公理 及 次 序 公 理 出 发 证 明 ， 对 于 任意 
两 个 点 寺 及 C, 在 直线 4C 上 至 少 存在 着 一 个 点 是, 使 得 了 
在 且 积 C 之 同 . 
8&。 设 下 1、 Fs 是 平面 上 的 两 个 定点 , 下 是 由 所 有 
[XF + IXE, l=20 
的 点 所 组 成 的 酉 图 , P 是 其 上 一 点 , 1 是 过 号 点 的 PF， 
的 外 角 平 分 线 , 试 证 ,对 于 1 上 任 向 其 他 一 点 了 均 有 
IYF +IPF >26. | 
换 何 话说 ,直线 1 除了 点 在 燃 圈 土 , 茹 他 各 点 均 在 权 图 之 
外 ， 所 以 1 就 是 枉 加 在 已 点 的 切线 ， 清 站 一 下 上 述 切线 的 儿 
何 性 硕 有 什么 光学 意义 ， 
9. 设 FF; 是 平面 上 的 漆 个 定点 ， 厂 是 所 有 由 江 电 
Pi 一 ;总 Fa 一 土 2 
的 点 所 组 成 的 双 曲 线 ,已 是 其 上 一 点 ,1 是 过 书 点 的 作 忆 FF， 
的 内 前 六 分 线 ， 斌 证， 对 于 1 上 任何 其 他 一 点 了 均 有 
» 64 


中 


‘YF I Fa, 
所 以 了 就 是 双 湖 线 在 忆 点 的 切线 ， 请 惩 一 下 上 述 双 曲线 切线 
的 几何 性 质 有 什么 光学 部 多. 

10. 与 题 八 . 万 扯 仿 , 斌 研究 抛物 线 的 由 全 性 质 及 其 光学 
意义 ， 
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第 三 章 解析 几何 学 


在 第 一 章 所 讨论 的 实验 几何 学 中 ， 所 用 的 方法 基本 上 是 观 
察 ,分 析 , 实验, 归纳 , 从 而 总 结 出 一 系列 简要 的 空间 基本 性 质 . 
上 一 章 中 所 介绍 的 推理 几何 学 ， 力 是 以 实验 几何 学 总 结 所 得 的 
空间 基本 性 质 为 基础 , 改 用 逻辑 推理 , 建立 演绎 体系 , 大 力 地 把 
空 闻 的 理解 往 深 度 和 广度 上 拓展 ， 在 这 一 章 所 要 探讨 的 解析 几 
何 学 则 是 以 推理 几何 学 的 策 识 为 基础 ， 把 空 闻 的 几何 结构 代数 
化 ( 亦 即 数量 化 ), 这样 隆 可 以 把 空间 的 研究 从 “定性 "推进 到 “ 定 
量 " 的 深度 . 

例如 ,对 于 上 一 剖 一 并 头 所 研究 的 重 等 形 ,我 们 得 出 各 种 三 
角形 的 恒 等 条 件 如 (s.a.s), (a.s.,a), (s.s.s) 等 。 这 些 条 件 足 
以 完全 确定 一 个 三 角形 的 形状 和 大 小 ， 是 一 种 定性 的 结果 ， 但 
是 ,在 实用 的 问题 中 (例如 测量 问题 》, 我 们 所 要 求 的 是 ， 由 一 个 
三 角形 某 些 角 . 边 的 测定 量 (例如 一 边 的 边 长 和 两 夹 角 的 角度 ) 
去 讨 算 它 的 其 他 角 和 过 应 有 的 值 ， 这 是 ~ 害 定 量 的 问题 .概括 
地 来 说 ， 很 多 数学 的 应 用 往往 要 求 把 事物 的 理解 推进 到 有 效能 
算 的 定量 层面 本章 所 要 讨论 的 解析 几何 学 ， 可 以 说 就 是 对 空 
间 问 题 的 定量 理论 ， 


第 一 节 ”空间 结构 的 代数 化 一 向 量 及 其 运算 
我 们 要 着 手 把 几 何 学 的 讨论 推进 到 定量 的 启 面 ， 最 自然 也 

是 最 根本 的 做 法 就 是 设法 把 空间 的 结构 有 系统 地 代数 化 ， 一 般 
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说 来 ,并 不 是 任意 一 个 几何 学 的 空间 才 可 以 代数 化 的 , 例如 以 后 
将 论述 的 球面 几 何 , 非 欧 几 何 的 空间 就 只 能 解析 化 《 鞭 中 的 点 可 
以 用 此 标 表 示 ) 而 不 能 代数 化 ， 然 而 , 殉 民 体系 却 存 在 着 全 空间 
的 平行 移动 和 想 似 。. 这 两 个 良好 的 几何 性 质 为 空间 结 构 的 代 梁 
化 提供 了 可 能 性 ， 换 名 话说 , 可 以 用 一 些 基本 几何 量 和 它 的 某 
些 代 数 运算 来 描述 空间 的 结构 ,这 就 是 本 节 要 讨论 的 向 量 ( 亦 即 
位 差 ) 和 疝 量 的 三 种 过 得 加法. 售 各 和 内 条 


一 、 位 移 向 量 及 其 加 法 和 倍 积 

“位 置 " 是 空间 中 最 原始 的 开 全 概念 ， 但 是 它 本 身 并 环 构成 
一 各 量 ,然而 可 以 把 两 点 之 位 位 置 上 的 差别 (简称 为 位 差 }, 看 成 
一 秘 * 量 "， 只 不 过 这 种 重 同时 含有 “距离 的 大 小 “和 “方向 "这 两 
种 变 素 。 我们 把 这 种 既 有 大 小 又 带 有 方向 的 量 称 为 向 最 、 

其 体 地 说 , 设 4 . 如 是 空间 的 两 点 (它们 表示 闭 空 间 的 两 个 
位 置 ), 则 有 向 绕 悦 冯 育 就 表示 一 个 向 量 ， 

设 A 人 8 是 宏 间 的 另外 两 点 ， 册 寺 空间 存在 着 全 局 的 平生 
移动 ， 我 们 可 以 将 丰 训 平行 移动 使 得 A’ 与 4 重合 , 此 时 若 
B' 与 重合 ,也 即 和 说 等 长 且 同 向 ( 即 平 行 》， 那么 ,由 
于 了 4 育 与 人 高 在 距离 和 方向 这 两 个 要 素 上 完全 一 致 ， 所 和 很 
自然 地 我 们 可 以 把 安 们 署 作 是 同一 个 印 量 -， 换 名 话 党 * 证 向 相 
局 而 且 长 度 相 等 的 两 个 有 向 线段 者 示 同 一 个 向 旺 ， 在 这 个 涡 义 
上 ,一 企 向 量 就 是 有 光线 段 按 方 向 相同 且 发 度 相等 这 个 等 价 关 
系 旭 分 的 一 个 笑 价 类 

任 一 个 商量 总 可 以 用 以 任意 给 定 的 点 4 为 起 点 的 个 有 
线 向 用 了 方 穴 示 , . 即 .a 直 加 育 ( 波 述 理 由 !》 部 方 信 关 名 ,我 
们 规定 , 长度 为 0 的 向 量 为 零 帘 昌 ， 记 为 0、 当 4 = 时， 了 六 
一 0， 和 长 庆 丰 等 而 方向 相反 的 向 量 , 称 为 m 的 反 疝 景 ， 记 为 
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一 > 一 > 
一 @; 这 样 48 二 一 BA， 
由 于 全 图 平行 移动 的 存在 异 然 由 了 面 法 出 玖 宅 的 向 最 知 


潜 是 合理 的 ， 

C 定 炙 设 a 一 了 全 6= 陀 , 则 向 量 7 
称 为 内 量 上 与 五 的 和 ， 记 为 e+B( 部 图 
3-1). 


谈 者 不 难 证 明 下 述 的 : 
， 向 加 法 的 运算 德 六 印 二 加 法 满足 下 列 
图 3-1 a 
(ii) 结合 律 ; 即 (@+ 耻 十 c= 十 (8+e) 
(ii) 交换 律 , 即 a+b=6+ta; 

《iD g++0=0+a=a. e+( 一 站 = (La) tat. 

在 推 起 几何 中 有 "平行 四 边 形 定理 ”如 ;一 个 四 廊 形 中 , 潜 
一 组 对 边 平行 且 碍 等 ， 则 另 一 组 对 边 也 平行 且 相 等 。 利 每 指出 
和 拘 是 ， 上 上 述 * 平 行 四 边 形 定理 "的 代数 形式 就 是 测量 加 读 前 交 
焕 律 ， 的 . 

在 上 - 豪 讨 论 了 根 似 这 个 基本 概念 ， 吉 观 地 说 ， 彰 似 就 是 
放大 或 缩小 。 拒 福 似 和 人 移 座 量 这 个 多 仿 相 缕 合 ， 就 是 下 进 
向 最 倍 积 的 定义 ; - 

向 最 佑 积 设 a 是 任 给 一 个 非 淮 向 量 , 玉 是 一 全 正 实数 , 则 
k, 华 就 定义 为 各 同 向 而 长 讶 恰 为 其 必 信 的 那个 向 量 : 若是 
一 个 负 实 数 ， 则 "a 就 定义 为 和 邓 肥 向 谭 长 度 丛 为 其 8 信 的 
兹 个 向 量 . 8'a 称 为 有 与 人 的 情 积 规定 0,g=0,， 下.0 一 人 

应 用 推理 几何 的 知识 不 难 证 能 下 述 的 1 

间 量 信 积 的 运算 绿 同时 倍 积 清二 下 阐 运 算 律 ， 

(C1) (ht):G=h. tia; 

(1) h(aFb)=h-8+ eb: 
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(ii) hr( fa)=( 8D) a 
值得 指 漠 的 事实 是 ， 分 要 律 #(a 十 拉 一 二 ee 十 和 二 怡 好 是 
桐 似 半 角形 晤 本 定 埋 的 代 致 形式 ， 


二 ， 长 着 . 第 度 与 向 量 的 内 积 


在 几何 学 的 研究 中 ,长 度 与 角度 是 最 常用 的 基本 斤 何 莉 ,人 
来 节 所 讨论 的 向 景 ， 永 身 就 包含 着 距离 和 方向 这 两 个 要 隶 ， 例 
如 ,有 A 访 =g，4C=b 基 a 的 路 尚 要 迷 也 就 是 线段 A 如 的 长 认 
5 & 这 两 个 方向 之 益 也 就 是 人 B4C 的 角度 . 

我 们 将 用 符号 lg! 表示 的 长 度 ( 亦 即 其 距离 苹 泽 ). 

用 符号 (a. 本 天 示 &a, 5 之 网 的 来 角 ( 永 即 8. a 的 方 自 之 
着)， 规 定 (@, 分 介 于 0 和 之 癌 ， 

我 们 能 不 能 引进 另 一 种 易 算 好 用 的 向 量 运 算 *: 它 久 侯 用 来 
有 效 地 解决 关于 长 度 和 和 角度 的 问题 昵 ? 的 句 话 说， 我 们 要 寺 找 
两 个 向 量 之 问 的 一 种 运算 ， 同时 和 全 长 入， 不 仅 如 
此 ， 它 还 应 该 其 备 良好 的 闯 算 规 
律 ， : 

[分 析 ] 《 1) 在 讨论 的 理 几 
何 时 ， 我 们 已 看 到 三 角形 是 最 简 - 
单 也 是 最 基本 的 图 形 ， 所 以 上 述 ， 
辣 题 和 得 从 三 角形 着 于 ， 从 同和 
的 观点 来 看 ， 一 个 人 4BC 的 冯 图 5 
边 就 是 ce 一 3 记 b= Be 和 AO= atb, iiig B=xA—LABC 
(图 3-2). 

(六 》 从 图 3-2 可 以 着 出 , 在 AdBC 中 包含 了 ,6 和 
他, 助 ， 所 以 ,我 们 自然 好 想到 可 利用 三 角形 的 边 角 关 系 来 定义 
出 所 求 的 那 种 运算 ， 欧 氏 几 何 中 最 基本 的 一 个 定理 
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理 为 ; 
1@ 十 而 2= |el:+ib!:—2lalbleos LABC., 
ul 


lallbl cos (0, @) =3{ etl —lel—1b 1 


目 式 的 左边 同时 包含 著 a 种 的 长 度 和 角度 ， 坟 此 ， 我 们 初步 
起 把 所 求 的 那 种 运算 确定 如 中: 

定义 6 一 -1a+6 一 la 一 19 

(=|[allbl eos Ca, 6) )， 

履 做 识 量 的 内 积 , 它 是 一 个 实数 ， 

(iii) 还 要 进 “ 步 探讨 上 述 定义 的 内 积 运算 是 哲 具 备 良 好 
尼 运 算 规 律 . 事实 上 ,我 们 有 

内 积 的 进 算 规律 ”内 积 运算 淇 足 

( i) 正定 性 , a-a= |gl*2>0, 等 号 或 立 当 且 仅 当 @=0， 

( 匡 》 对 称 性 .a:b=b.a 

(iiD) (kg)'b~=a-(4b)=A( 6), 

(iv) 分 配 律 ，Q@ (5 十 c) 一 企 了 直下 e- 

[证 明 ] 《 刘 和 (it) 直 接 从 定义 可 验证 ， 在 证 明 ( 语 ?之 前 ， 
先 注 意 到 ， 洲 向量 怠 分 解 为 平行 于 到 的 向 量 类 与 正 交 于 85 的 
向量 之 和 (图 3-3); @== 妇 二 a+, 则 由 内 积 定义 及 勾 股 定 
理 有 
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b= {+8+etl:— ltatl Ib} 


一 2418 二 | 让 一 吞 |]: 一 ja+l? 一 18 汪 


一 人 bf 
于 是 ，(a)'b=(hk45+ he:)'b 二 k41b) 二 (ge'B), 同 理 ， 
(bb) 一 Rat， 这 就 证 明了 (iii)。 下 曾 来 证 明 分 配 律 (iv). 
设 有 分 解 式 6 一 Rat+B, c= 40 十 cL， 则 二 十 5 一 (上 十 7G 十 
《81 十 et), 所 以 (8 十 c) 一 (十 仆 lea]; 另 一 方面 ,a'Bb=Rla,?， 
ae 一 和 jaj25 要 加 就 得 到 (iv)。 
综 上 所 述 ,由 


去 [le+ 下 一 al 一 大 和 


定义 的 向 量 内 积 具备 县 好 的 运算 律 ， 特 别 是 它 的 分 配 律 恪 好 就 
是 勾 股 定理 这 个 殉 氏 度量 基本 定 蛙 的 代数 形式 ， 两 个 向 量 @. 6 
的 内 积 wa-8 一 ;el | 二 | cos 你- 及 ， 同 时 包含 了 长 度 和 前 度 这 
两 个 基本 几何 量 . 


三 , 应 用 实例 

从 爽 氏 有 几何 所 特有 的 全 局 平移 , 想 似 以 及 色 股 定理 出 发 , 通 
过 前 面 两 段 的 分 析 , 我 们 引入 了 向 量 及 鞭 三 种 代数 运算 :加 法 、 
售 积 和 内 积 ,完成 了 空间 结构 的 代数 化 、 这样, 当然 就 可 以 把 几 
何 的 推理 化 为 以 向 量 运算 律 为 基础 的 代数 计算 ， 解 析 几 合 的 基 
础 建 论 和 基本 原理 就 是 把 几何 的 讨论 娄 于 疝 量 的 运算 和 有 效 地 
运用 运算 律 而 求解 。 换 句 话说, 解析 几何 就 是 用 向 量 代 数 去 研 
帘 儿 何 学 ， 下 语 让 我 们 在 一 些 实例 ， 更 多 的 例子 留 给 读 者 作 
习题 


图 3-4 


例 1 (3.s.3) 若 再 全 三 角形 三 边 对 申 相 等 ， 则 三 个 角 对 应 

祖 等 。 
[还 明 ] 如 图 3~4, 已 知 有 lg]=Ja’l, 了 在 王 和 lat+51 

一 |a“ 十 六 | 

四 因 


jojs+ 二 (fatal 一 le 一 18| 叶 


larJafel 


je lt {le to tle’ [lg | 
-ee 
-和 
从 而 乙 4 一 全 44。 同 理 ,其 余 两 个 角 对 应 入 等 站 
” 例 2 试用 疝 量 运算 说 明 " 相似 三 角形 的 遂 定 如”, 部 着 丙 个 
三 角形 的 三 边 对 应 成 比例 , 则 其 三 为 革 应 想 夭 。 
[证 明 ] 在 外 3-5 中 只 变 从 已 知 条 件 
fal Hg) datel 


2 =k 


iaeT Tb teto} 
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~ pe 水 
风 
_ 
py 
» 一- * 
B 5 CE CN 


图 -5 
推 机 0= 人 六 印 可 ,或 等 价 地 撞 出 cos 6 二 cos 4" 即 可 ， 
由 已 知 条 件 和 内 积 定义 , 即 查 
ap 二 (et 一 le 一 1 时 
= 所 二 {ar+51: 一 ler 一 151 中 
一 A(G 6’), 
] 人 | 上 一色 | 人 下， 
所 以 ，、 
《1 
1 ee 
=cos 人 
例 3 试用 向 量 运算 表达 三 角形 的 面积 ; 
[ 解 ] 设 二 角形 的 一 个 角 是 9, 它 的 两 个 炎 边 分 别 是 向 置 
,让 如 图 3-6。 


‘Tost 


，63 ， 


则 


三 角形 面积 = 二 平行 四 边 形 面 各 一 


底 Xx 高 


中 - 


一 工 |a| :一 工 | al .8 .si 
mip 到 1]ef 1 加、 sin 9 


因为 cos 8 订 以 用 向 量 内 积 直接 来 表达 ，sinz 6=1 ee 9, 所 
以 我 们 可 以 把 上 穴 的 三 角形 别 积 公式 两 边 于 方 , 且 


三 角形 面积 :一 二 1aj?1812.sin2 9 
= 二 (ea) “(6-B):(1—cos’ 06) 


a bh: (apy 
(eq) (BU en en 


=+{ (ea) (65) -e's)’}. 


[ 注 ] 上 述 公式 也 证 明了 总 成 立 不 等 式 ， 
{gab b) (06) 0, 
并 且 左 这 的 表达 式 恰 是 以 e,， 5 为 边 的 平行 四 边 形 面积 的 平方 ， 
读者 不 护 去 证 明 一 下 ， 这 个 不 等 式 就 是 “三 角形 商 边 之 和 类 于 
第 三 边 " 这 个 基本 的 几何 不 等 式 的 代数 形式 ， 

例 4 ( 轿 溉 定理 ) 设 忆 为 加 三 外 的 一 点 是 P 到 厂 
的 一 条 切 绪 ,了 是 由 了 点 出 发 的 任意 一 条 射线 ,交大 于 Q, 卫 两 
点 ,如 图 3-7, 则 | 人 | .1P 训 | 二 | P 合 ]*=( 常 数 ). 

[证 明 ] 设 O 为 六 的 阅 心 , "为 荆 的 半径 ， 令 为 射线 
1 的 方向 上 的 单位 长 向 量 (1a]==1)，pi, ps 分别 是 PH，P 高 
的 长 度 , 则 

0- OF +FO= OF +p; ‘Ht, 
OR = OF + FR= OF +prn. 
. 84 四 


华 3-7 


设 忆 是 射线 ! 上 的 动 丰 , 忆 共 的 长 广 为 <, 则 瑟 证 ==x a 
57- 天 + PR- OP +xu, 
而 外 点 在 较 厂 上 的 充 要 条 件 就 是 D 信 . 吕 宫 一 六， 换 名 话说， 
D4'ps: 就 是 下 列 x 的 方程 式 的 两 个 根 ， 
OX'OR = (00+) (OPix4)=r’, 
好 
| «+2( Pm) # +! OPl: r=0, 
由 二 次 方程 的 根 与 系数 的 关系 即 得 
1FG1|BR|=p1p1=1 OP) 一 r+ 一 | P 人 |: 一 (常数) 


第 二 节 格拉 斯 曼 代 数 


在 上 一 节 中 ， 我 们 所 做 的 是 ， 利 用 两 点 的 位 差 确定 向 量 的 
概念 ,然后 在 由 向 晶 构 成 的 集合 (空间 ) 中 引入 三 种 运算 ， 加 法 、 
倍 容 和 内 积 ， 这 样 就 可 以 将 欧 氏 几 便 的 基本 性 质 和 定理 用 岗 量 
及 其 代数 运算 来 描述 ， 这 样 一 个 将 室 间 结构 代数 化 的 思想 有 闭 
两 个 方向 的 直接 推广 ， 妈 一 个 是 高 维 哆 天 空间 的 代数 化 一 一 高 
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欧 氏 四 量 塞 间 ， 兄 一 个 是 高 红 
行 六 面体 等 ;的 商量 表示 
讨论 优 内 容 . 


一 ， 高 维 欧 氏 向 量 空间 


先 氢 壕 一 个 基 忘 概念. 
定义 ” 设 @@， …, gr 是 n 个 疝 是， 如 果 存 在 4 个 不 爹 为 稚 
的 实数 如 ,44, 使得 刀 @ 十 … 十 w=0， 则 称 这 万 个 向 区 
qn …, tv 为 旗 尾 相关 , 否则 ,， 称 为 线性 独立 ， 也 即 从 jiei 十 … 
十 ==0, 用 有 刀 三 二 如 ==0 时 ,w+",qn 为 线性 独立 ， 
同 公 欧 多 斑 面 几何 的 场合 ,我 们 有 
平 再 向 量 基本 定理 设 a.b 是 两 个 线性 无 关 的 向 是, 则 对 
干 任 给 向 量 c, 下 述 向 全 方程 式 
c=xg+ yb 
存在 着 唯一 的 -组 解 (x，y). 
[证 明 ] 经 过 适当 的 平行 移动 ， 我 们 可 妥 用 同一 起 点 的 三 
个 有 向 线段 口 广 O 店 ,OE 分 别 表示 a. 6. e, 其 中 OO 六 和 可 让 
不 平行 (否则 te 与 将 线性 相关 ). 
如 图 3-8 所 示 , 我 们 可 以 过 C 点 作 直 线 OB 的 平行 线 , 交 
C 直线 O04 于 A' 点 ,同样 地 ， 过 
C 点 作 04 的 平行 线 , 交 OB 于 
B' 点 , 则 
0C==04’+OB* ， 并 且 存 
在 适当 的 吕 .B 使 得 五 说 一 wu 
- 6 =B:B: 所 以 e=a'atBb, 
图 3-8 基 (a, 和 是 e=xig 十 yb 的 一 
组 解 ， 由 ee, 瑟 的 线性 无 关 容 易 导出 这 组 解 是 唯一 的 . 
,66 ， 


基本 几何 图 形 (平行 四 边 形 ， 胖 
格 控 斯 曼 代 数 。 这 就 是 本 匠 所 效 


连 萝 近 我 们 半 取 珂 个 芋 相 正 父 的 昔 位 疝 量 ei ez 时， 地 
ee=0, je 一 tel= 

它们 自然 是 线 竹 独立 的 ,那么 平面 上 任何 一 个 向 最 mw 都 可 等 成 
二 ie; 十 X28s 的 形式 ， 这 种 对 应 a 一 > 《xb waz) 就 使 向 量 运 
算 可 以 完全 化 为 瑟 标 (x:。x:) 的 运算 . 我 们 将 在 第 忆 节 中 详细 
讨论 这 一 点 

对 于 网 氏 立体 几何 ,有 着 完 爹 类 似 的 结论 ,请 读者 自述 之 ， 

上 述 内 容 说 明 ,相应 二 欧 氏 平面 几何 的 商量 空间 中 ,存在 关 
琐 个 级 性 独立 的 向量 并 且 企 何 三 个 向 是 必定 线性 相关 ， 而 相应 
于 网 氏 立体 几何 的 向 量 空间 中 ， 存 在 三 个 线性 独立 的 向 量 并 总 
任何 国 丛 向 量 必 害 线性 相关 ， 这 种 向 量 空间 分 别称 为 二 维 欧 天 
商量 空间 和 三 维 欧 氏 向 量 空间 ， 

现在 已 不 难看 出 它们 的 高 维 推广 , 即 有 

定 久 (# 维 欧 氏 向 量 空间 ) 设 E" 表示 定义 了 船 法 . 倍 积 和 
内 各 的 向 量 容 涪 ,这 三 种 运算 分 别 满足 运算 律 (3,1) 一 (3.3), 若 
EE" 中 至 少 存在 4 个 线性 独立 的 向 量 ,并 且 任 何 十 1 个 向 量 都 绕 
性 相 关 , 记 称 E" 为 一 个 如 堆 史 外 商量 搓 间 . 

在 = 继 跨 氏 向 量 尝 徊 中 ， 选 定 "个 互相 正 交 的 单位 向 量 
eu "en, 那么 任何 一 个 向量 忆 都 可 唯一 地 表示 为 

Cb 

所 有 的 向 鳃 运算 者 可 以 化 为 # 个 业 标 才 ， xn 的 代数 
运算 . 

站 维 殉 民 附 量 空 间 是 普 维 网 氏 几 何 的 塞 亿 的 代数 形式 ， 高 
维 几 何 是 在 上 世纪 中 轩 ， 湖 敌人 们 对 空间 报 盘 的 扩充 和 科学 技 
术 的 发 展 需 要 而 产生 的 ， 例 如 -个 有 多 维 自由 度 的 茶 统 就 可 以 ” 
看 成 一 个 多 维 空间 ， 在 高 维 欧 氏 几 何 形 ; 有 有 着 更 为 丰 沼 的 几 癌 
对 象 帮 儿 从 性 质 , 泥 于 篇 局 这 时 不 再 详 述 ， 
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二 ， 外 积 和 格拉 斯 显 代数 


向 量 刻 划 了 维基 本 图 形 一 一 线段 的 两 个 要 天 ,方向 和 长 
度 , 而 向 量 内 积 则 刻 刘 了 有 应 线 眉 的 长 度 和 两 者 之 间 的 夹 角 .我 
们 来 看 一 看 ， 在 二 维 层次 上 如 何 来 刻 刘 下 个 平行 四 边 形 的 两 个 
要 素 一 一 方向 和 面积 ;更 进一步 ,在 三 维 层次 上 或 更 高 维 层 次 上 
如 何 刻 划一 个 平行 六 面体 或 高 维 平行 多 面体 的 方向 和 体积 ， 

一 个 平行 四 边 形 可 由 它 的 两 条 邻 边 对 应 的 向 旺 a.、 浅 确定 ， 
如 图 3-9。 


国有 图 3-10 


我 们 把 上 述 平行 四 边 形 弱 为 gb, 称 为 a 和 忆 的 外 名， 人 
是 外 积 运算 符号 。 ga 人 也 称 为 一 个 2 二 可 分 解 间 量 ， 正 象 两 
个 存 向 线段 六 房 和 万 广 虽 然 有 着 相等 的 长 度 ， 但 表示 着 两 个 相 
反 的 方向 一 样 ， 我 们 规定 平行 四 边 形 a 入 5 与 平行 四 边 形 BAa 
共有 相反 的 两 个 定向 ,也 即 

aN\b=—bAa. 

所 以 gq 人 8 实际 上 是 表示 一 个 有 向 平行 四 边 形 . 

同样 的 ,一 个 平行 闪 面 体 可 以 用 它 的 三 条 楼 向 量 a: 加 c 确 
定 ,如 图 3-10， 所 以 可 以 把 它 记 为 a 人 8Ae, 称 为 @, 6.e 的 外 
职 或 一 个 3 重 可 分 解 向 量 ， 规 定 由 

gMN\bAie 
8. 


的 偶 转 找 所 表示 的 平行 六 面体 与 奇 置 搞 所 表示 的 平行 六 面体 和 
着 相反 的 定向 , 即 

aM\bNe=bN\eName/aN\b= ~b/N\a/Ae 

=~aN\eNb= -eAbNe, 
所 以 一 个 4 重 可 分 解 向 量 表示 一 个 有 向 平行 六 面体 ， 
一 般 地 , 严 个 内 最 Gi，…， an 可 确定 一 个 它们 的 外 积 ， 
aas 人 …A 人 av， 

称 为 严重 可 分 解 向 是 ,虽然 这 是 一 个 形式 上 的 记号 ,但 可 理解 
为 表示 一 个 有 向 的 mw 维 平行 多 面体 . 

另 一 方面 ， 注 意 到 一 个 有 向 平行 六 面体 QA 人 BAe 可 以 视 为 
利于 行 四 边 形 weA 百 与 向 量 e 张 成 ,所 以 对 一 个 2 重 可 分 解 向 量 
Q&A 和 1! 重 向 量 c 可 以 定义 它们 的 外 积 

(ae 人 5)Ac=aAN 人 56A 人 ce， 
也 即 外 积 运 算 和 信 可 以 进一步 延 拓 为 两 个 多 重 可 分 解 向 量 之 阿 的 
运算 ， 

上 述 分 析 说 及， 在 一 个 # 维 向 量 室 则 六 中 ,可 以 各 当地 当 
人 一 种 新 的 运算 一 一 外 积 人 入 ， 并 和 且 这 种 运算 具备 蘑 些 良好 的 运 
算 规 律 ， 这 样 得 到 的 伐 数 系统 有 着 深刻 的 几何 意义 ， 这 穆 构 造 
是 由 瑞士 数学 家 格拉 斯 破绽 出 的 ， 称 为 格拉 斯 曼 代数 。 下 面 我 
们 就 来 描述 这 个 结构 ， 

设 扩 是 一 个 = 维 向 量 空间 ， 对 严 中 任意 环 个 有 序 向 晨 ， 
G4, om， 它们 的 外 积 记 为 mA 和 A … A 人 an。, 称 为 一 个 下 重 
可 分 解 向 量 , 所 有 mm 重 可 分 解 向 量 形式 上 作 线 性 扩张 所 得 的 空 
闻 沁 为 六 “(六 ), 其 中 的 元 素 称 罗 下 是 向 量 . 

在 和 人 % 六 ) 中 先 定 外 积 运 利信 满足 下 烈 运 算法 则 ， 

(1 )》 反 称 性 ， 
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QA A A gn = — Yi A A .AG A /an, 
其 中 外 表示 略 去 吧 项， 

{站 ) 线 丛 分 配 律 ， : 

Am FAB A Nm (AGA /Nam) 

tu(B NA Nan), 

从 之 述 性 质 不 难看 出 ，A“( 玉 是 一个 CY 维 疝 量 罕 间 ， 上 
中 Cs 表示 组 合 数 ， 也 即 设 {ei， i=1,…, 对 是 入 的 一 个 基因 
{en 人 人 ein TSD 区 < 二 丰 是 人 中) 的 一 个 基 。 特 别 
妆 如 > 时 ,人 "() 只 含有 加重 等 问 量 . 

为 统一 起见 ,约定 A% 玉 ) 表 未 实数 系 ,任何 实数 和 与 一 个 咽 
重 向 量 也 的 外 积 就 规定 为 A 也, 八 :( 六 ) 就 景 广 本 身 、 记 

GP)=A(V IDA(T DBAY), 

G(P) 是 一 个 维 的 侧 晤 空间 ， 外 积 运算 人 可 以 自然 地 延 护 成 


GCV ) 中 的 外 积 运 算 ， 
Caan AA b= (hhh “Abe, P+ gn, 
B+g>n, 


并 变 求 满足 结合 律 及 线性 分 配 律 ， 
G(CPF ) 连 同 外 积 运算 人 称 为 土 的 糙 拉 斯 曼 代 莹 这 个 代 
数 系统 在 偏 微分 方程 理论 和 近代 微分 几 休学 中 都 有 重要 的 
作用 ， 
对 两 个 1w 重 可 分 解 册 量 人 六 qm 和 如 信和 信 Bm， 富 让 
规定 它们 的 内 积 ， 
a a ber 


a Bb, ,Ga bm 


A/Ags, BA Ab)— 


， 然 后 用 线性 分 配 律 延 拓 为 人 抑 扩 ) 中 的 内 奈 。 特别 地 ， 
[aA Ag l=v (@A Agn, GANAaa) 
称 为 m 人 …A 人 ao 的 长 度 . 
我 们 也 可 定义 由 两 个 m 重 可 分 解 向 量 @@ 信 … 和 an 和 和 页 人 
… 八 bs 所 确定 的 mt 从 平面 之 闻 的 来 角 6 如下: 
co 
现在 看 一 下 W= “的 情况 . 读者 在 上 一 节 中 已 看 到 ， 由 向 
量 a. 改 确定 的 平行 四 边 形 面积 的 平方 一 (《G@:@) (56:6) 一 (gq:8》, 
而 用 现在 的 记号 , 右边 答 为 搜 A 世 js 即 G 人 A5 的 长 摩 恰 好 是 所 
述 平 行 四 边 形 的 面 和 ! 同样 地 ,读者 不 难 证 明 ，|a 八 b 八 e| 恰好 
等 于 由 .5 ec 确定 的 平行 六 面体 的 体积 由 此 可 网, m 重 可 
分 解 向 量 刻 姑 了 相应 的 m 维 平 行 多 面体 的 方向 和 体积 ， 
前 面 书 经 指出 ， 向 量 内 科 的 分 配 律 就 是 义 黄 定理 的 代数 形 
式 ， 同样 地 ， 严 重 向 晶 内 积 的 分 配 律 就 是 高 维 勾 股 定理 的 代数 
形式 ,以 欧 氏 立体 几何 为 例 作 如 下 说 明 ， 设 e1, es, es 为 三 维 欧 
氏 向 量 空间 EEF: 中 三 个 豆 相 正 交 的 单位 向 量 , 则 、 
TerAea eAes erNes} 
是 AX 已 9) 的 基 , 任 一 2 维 可 分 解 内 是 w 人 5 可 表示 为 
a/MNb= (gM\b, erN\es) ‘eNet (mAb er Nps) ‘tr /Nes 
十 人 人 Be 人 ea) ‘ees 
右边 的 三 项 分 别 是 g 八 8 在 二 个 维 标 平面 上 的 投影 ,由 内 积分 本 
律 得 到 ， 
《GANB) 一 《(GA5，eiAe》 “ehe:, ahb, eihesr} -ehes) 
+ (ahb, ehes) “eshes, (ahD. eshes) erhes) 
+ (lahb, ehes) erhes, Cahb, erhes) ees), 


也 妇 
。 71 。 


平行 四 边 形 gq 八 b 的 面积 的 平方 一 人 6 在 三 个 沁 标 面 上 没 
有 影 平 行 四 边 形 的 面积 的 平方 之 和 ， 
此 即 高 维 的 勾 遇 定 理 ， 

在 三 维 欧 氏 庙 量 空间 的 场合 ， 对 于 2 重 可 分 解 向 量 和 1 重 
可 分 解 向 量 可 以 给 予 二 种 垂直 对 偶 的 几何 解 释 ， 用 &X 六 表示 
一 个 向 量 , 它 的 长 度 等 于 以 和 五 为 邻 边 前 平行 四 边 形 的 面积 ， 
即 ， ， 
ax 本 一 |al -151sinka, 6)., 

它 的 记 向 与 人 入 都 正 交 , 且 : 
{arb, axb} - 

成 右手 系 ， 在 采取 这 种 定义 时 ， 外 积 运 算 八 相当 于 X， 即 可 把 

全 入 世 改 用 @X 瑟 加 以 表达 ， 称 为 召 与 于 的 更 积 ， 它 仍 是 一 个 向 

量 ， 容 易 看 出 义 积 有 如 下 的 基本 性 质 ， 

(i) axb=—bxa, 

(i) Clatnub)xe=i(axc)tubxe). 

但 叉 积 一 艇 未 满 足 结合 律 ! 而 一 般 地 有 关系 式 
(axb)xe~ax(bxc)=(a be—(be)a: 

一 个 3 重 可 分 解 疝 最 g& 人 AbAec 可 技 如 下 法 则 表示 一 个 数 
V(a,  eJ， 称 为 这 三 个 向 最 的 混合 积 ， 当 {w, 56, ce} 成 右手 系 
时 ,Va 和 C) 等 于 以 .加 ,ce 为 校 的 平行 六 面体 的 体积 ;反之 ， 
成 左手 系 时 ,VV(@, 有 e) 等 寺 这 个 平 竺 六 面体 体积 的 相反 数 . 

根据 这 个 定义 可 以 得 到 : 

Vla, b, =(axb)'e, 
读者 不 准 证 明 温 合 积 有 如 下 的 其 本 性 质 ， ， 
(i Vw be)=V{b, e, a)=rV(e, a,b) 
=—V(8, a, ec)=—V(e, b, a), 
=—V(g, c, 6), 
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《让 )》 Cha 十 pas 有 ce) 一 Me 罗 ce) 十 (ea 和 


第 三 节 ”坐标 与 坐标 变换 


在 第 一 节 中 ,我 们 用 一 些 平面 几何 学 中 的 定理 为 例 , 初 步 地 
说 明 如 何 返 用 向 量 运算 和 运算 律 去 论证 几何 定理 ， 解 答 几何 问 
题 ， 在 上 一 节 中 ， 我 们 还 证 明了 平面 向 量 基 本 定理 。 本 节 则 要 
有 效 地 运用 向 量 之 间 的 线性 关系 ， 道 过 基准 点 和 基准 向 量 的 取 
定 来 建立 从 标 系统 这样 做 可 以 把 向 量 运算 归于 其 坐标 的 运 
算 ,但 必须 注意 下 列 几 点 : (一) 选取 基点 和 基准 向 量 将 平面 (或 
空间 ) 准 标 化 , 目的 是 为 了 便于 运算 , 并 用 来 作为 解决 问题 的 一 
种 手段 .二 ) 平 面 (或 空间 ) 上 可 建立 各 种 各 样 的 艰 标 系 ,任何 两 
个 坐标 系 之 间 者 其 有 相应 的 坐标 变换 式 可 供 互相 换算 . (三 ) 一 
个 几何 基本 量 (例如 圆 的 半径 ,三 角形 的 面积 ), 其 数值 不 会 因为 
华 标 系 的 变更 而 有 所 改变 ， 但 是 选取 适当 的 侈 标 系 往往 可 以 使 
基 些 计算 大 大 简化 .所 以 在 运用 举 标 系 解 几 何 疝 题 时 ,如何 选取 
合生 计算 和 解 题 的 坐标 系 是 一 个 值得 注意 和 用 心 学 习 的 课题 ， 


一 、 平 面 直角 坐标 系 


在 平面 上 取 定 一 点 O 作为 基准 点 (以 后 称 之 为 原点 ), 两 个 
互相 性 直 的 方向 作为 基准 方向 ( 称 为 x 输 和 少 轴 方 向)， 令 e:、 
ey 分 别 是 工 轴 、? 轴 方 向 的 单位 长 向 量 ， 到 ev、ey 玛 然 线性 独 
立 ， 我 们 称 Oexey 为 一 个 平 曾 直角 坊 厌 么 ， 当 ex 到 ey 的 转角 
为 反 时 针 方 庙 时 , 称 为 平面 而 手 直角 坐标 系 ， 大 之, 称 为 平面 在 
手 直角 坐标 系 . 

奇 了 一 含 平面 直角 举 标 Oeiey 后 , 平面 上 任 一 点 尸 就 可 由 
它 和 原点 O 的 位 置 (D 礼 ) 所 唯一 确定 (如 图 3-t1). 而 C 方 由 基 
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本 定理 所 证 的 唯一 表达 式 
DE=r.er+ ye 
中 的 系数 锡 (x, y) 所 唯一 确 
定 。 因 此 忆 点 的 位 置 也 就 由 数 
侦 (*, y) 所 唯一 确定 ， 换 句 话 
说 ,我 们 可 以 用 (*, 2》) 来 标记 
卫 点 的 位 置 , 叫做 P 点 对 于 从 
标 系 Oeze, 的 秘 祝 ,平面 上 
图 51 任 给 向量 e 则 由 它 的 唯一 表达 
式 g= gsvex 十 oy*ey 中 的 系数 偶 (0, ay) 所 唯一 确定 (os: ar 
叫做 向 量 吕 对 于 坐标 系 Oezes 的 坐标 。 常 简 记 为 we 一 (away). 
上 述 过 程 说 明 : 借 勋 于 一 个 坐标 系 Oexer， 平 面 上 的 点 和 
向 量 就 可 以 用 它们 的 坐标 来 描述 ， 下 面 还 将 进一步 略 到 ， 向 量 
的 运算 也 可 以 归于 它们 的 坐标 之 冰 相 当 的 运算 ， 向 量 和 库 量 运 
算是 几何 结构 的 代数 化 ， 现 在 再 通过 一 个 取 定 的 举 标 系 把 向 量 
和 离 量 运算 归于 它们 的 坐标 和 坐标 之 交 的 运算 ， 这 样 也 就 把 几 
何 结 板 彻底 数量 化 了 ， 这 也 是 选取 坐标 系 来 把 平面 (或 空间 ) 举 
标 化 的 由 的 ， 
例 1 设 点 已, 些 标 为 (x,,y1), 点 Ps 些 标 为 (x,, 2:), 则 向 
量 a= 避 启 的 举 标 为 (Xs 一 x ya 一 2 
[证 明 ] 0O 疡 =%e:+y@y， 六 一 zec 十 yaver 
所 以 
Q= PiPs=0P~OPi( 因 为 OP, + PP:=0OP:) 
=(Xser+ yer)—(Xert es) 
一 (xsz 一 XU ex 十 (3 一 ) "ex 向 量 运算 律 ) 
例 2 (向 量 运 算 的 坐标 化 ) 设 w=(er， 9y) b=(b, 5b,), 
是 任 给 实数 , 则 
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atb=(0rtb:, 0y+6,), 
[ele. kay), 
qb=ab +orby, 
[证 明 ] 请 读者 完成 . 
推论 lal=V co: 十 om ， 
axbs+ab, 
cos{m Da VD . 
例 3 《平生 四 过 形 面积 公式 ) 设 @= (qugy) 而 一 (bby)， 
则 以 @、 6 为 邻 边 的 平行 四 边 形 面 积 = jcxb, 一 ae|. 
【 讶 明 ] 由 前 带 知 道 所 求 平 行 四 边 形 曾 积 的 平方 
=(a mb 6) (ab): 
=(ar For Nb) (od tab)’ 


(ab,—asba) 


开平 方 后 , 即 为 所 求证 者 ， 

既然 点 的 位 置 可 用 它 的 妇 标 来 开 示 , 那么 几何 图 形 (曲线 和 
而 等 等 ) 使 成 为 坐标 满足 某 类 方程 的 点 的 集合 ,这 类 方程 是 由 
该 图 形 的 几何 性 质 (约束 条 件 ) 导 出 的 ， 摘 句 话说 ,有 了 健 标 系 
便 可 把 图 形 表示 为 数 与 数 之 间 的 关系 ， 按 照 些 标 把 图 形 改 成 为 
数 与 数 之 问 的 问题 而 对 之 进行 处 理 ， 这 种 方法 乃 是 解析 几何 的 
一 般 方 法 .对 于 欧 氏 几何 ,由 于 全 局 平移 和 相似 的 存在 ,使 得 这 
种 些 标 系 可 以 用 向 量 代 数 的 方法 整体 地 建立 起 来 ， 而 对 于 其 他 
的 几何 空间 ,一 般 说 来 ,就 不 存在 如 此 简明 而 叉 便于 运算 的 典 标 
系 , 因 而 ,相应 的 解析 几何 在 形式 上 也 要 复杂 得 多 ， 

例 4 《直线 方程 》 试 求 通过 点 Pa(xo，yo)， 方 向 为 #= 
(wz, wy) 的 直线 1 的 方程 . ， . 
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[ 解 ] 如 图 3-12, 设 卫 为 1 上 的 任意 一 点 , 坐标 为 (x, 9) 
i 则 由 定义 可 知 向 量 互 户 与 & 平行， 
Ar 所 以 存在 实数 声 使 得 oP= 本 ,也 
即 (x, y) 应 满足 方程 
X= Xo 
{yy 
消去 1 可 将 上 述 参数 方程 式 化 为 


2 一 各 Yo 
图 3-1? 二 到 


称 为 直线 的 点 向 式 ， 反 过 来 也 可 以 证 明 ， 侍 标 满足 上 述 方 程 的 
点 P(x, y) 必 定 在 直线 1 上 ,所 以 上 述 方程 完全 确定 了 直线 上 

. 傅 5 《加 的 方程 ) 求 以 点 Po(xa, 9%0) 为 图 心 ,半径 为 + 的 
区 的 方程 . 中 

[ 解 ] 如 图 3-13, 设 P(Xy) ， Er 人 
为 所 求 加 厂 上 的 任意 点 ， 则 由 定 


， IPPl=r, 
或 等 价 地 ， 
1 Bl:=r, 
由 运算 法 则 即 得 (x, y) 应 满 吓 方 
程 ; 加 + 
(x—x0P Hy mY) = 入 13 


反 过 来 , 坐标 满足 上 述 方程 的 点 必定 在 区 厂 上 ， 所 以 上 述 方程 
完全 确定 了 回 厂 ， 

完全 奖 似 地 可 建立 空间 直角 溺 标 系 以 及 将 恋 闻 向 量 运算 芯 
标 化 ,这 留 作 习题 由 读者 完成 。 
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二 、 华 标 变 换 

如 图 3-14 所 示 , Oerey 和 O'ewe 是 平面 上 取 定 的 附 个 

右手 直角 洗 宗 系 , 令 8 为 ex 和 ex, 之 间 的 夹 角 ， 

oO exth'es 
〈 即 0 在 淮 标 系 Oesey 中 的 内 
标 为 (h &)). 

设 忆 为 平面 上 任 给 一 点 * 
它 在 上 述 两 仿 坐 标 系 中 的 坐标 
分 别 为 (%，2》 和 (将 ， 好) 则 由 - 
定义 知 ; 图 314 

OP=x:ext yey, OP = exty ‘gy, 


ex'=eos be, + sin es, 


err=eos( 手 +9) “ex 十 Sith 他 +9 ‘Ey 


一 一 sin gex 十 cos des, 
所 以 
BE=00 + OB(h.eth-e) tC .ez 十 er) 
(RTX'cos 0— y'sin 8)-er 
二 (8+x'sin 0+y'cos 0).e,, 
比较 上 而 OO 户 表 碱 ex, @, 的 线性 关系 的 两 种 表达 式 ， 由 基本 定 
理 的 唯一 性 即 得 下 列 坐标 变换 关系 : 
X= wx'COS ~ yin 9 二 六， 
y=x/sin 0+y'cos 0+k, ” 
当 和 =0 时 ,上 述 两 个 级 标 系 由 ex, 一 ez，ey* 一 6r, 所 不 同 的 只 是 
原点 不 析 问 这 利 变换 叫做 平 物 ， 沁 8 一 =0 时 ， 则 上 述 
琴 个 坐标 系 的 原点 衫 同 ， 两 省 内 是 旋转 了 一 个 4 角 , 叫做 转轴 
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上 述 讨 论 的 普遍 情形 则 是 平移 和 转 磺 的 结合 。 

用 同样 的 方法 ， 读 者 不 难 求 得 一 个 右手 平面 站 角 毕 标 系 与 
一 个 去 手 平 男 直角 举 标 系 之 阅 的 坐标 变换 关系 ， 也 不 难 求 得 人 
同 直角 举 标 系 之 同 的 坐标 变换 关系 

前 面 已 经 说 过 ， 将 平面 (或 空间 ) 蔡 标 化 力 是 便于 运算 并 用 
米 解决 问题 的 一 种 手段 ， 因 此 对 不 同 的 问题 可 采用 相合 送 的 出 
标 系 ， 在 欧 氏 平面 (或 空间 ) 几 何 中 ， 常 常 采用 直角 只 标 系 的 根 
本 原因 在 于 使 内 积 运算 的 坐标 形式 尽 可 能 变 得 简单 些 ， 

另 一 方面 ,网 氏 平面 又 症 关 于 其 上 任 .-- 点 废 旋转 对 称 的 ,一 
般 来 说 ,具有 这 种 对 称 性 的 几何 空间 要 比 欧 民 平 面 广泛 ,例如 球 
画 、 非 欧 平面 等 都 属于 这 一 类 ， 相 
应 于 这 种 闪 转 对 称 性 的 合适 的 瞧 标 

' 系 就 是 下 述 的 玻 举 标 系 ; 取 定 一 点 

7 O 以 及 口 点 的 一 个 方向 0 为 基 

o 4 准 方向 (如 图 3-15),{O,， 全 及 就 叫 

村 5 化 一 个 极 举 标 系 ， 对 平面 上 任 一 

点 P, 设 DP 的 长 度 为 r， 0O 广 到 避让 的 转角 为 8, 则 (r,9) 叫 化 

也 的 入 各 标 。 在 后 面 的 第 六 章 中 ， 我 们 还 将 详 述 航 坐标 的 重要 

作用 。 作为 一 个 习题 ， 请 读 沽 推导 杀 册 标 系 和 直角 从 标 系 之 间 
的 毕 标 变换 关系 ， 

举 标 变换 在 几何 学 的 讨论 中 占有 极 重要 的 地 位 ， 下 面 我 们 
用 它 来 讨论 一 下 圆锥 曲线 和 二 次 方程 之 间 的 关系 


三 、 贺 多 曲线 与 二 次 方程 


《一 ) 曲线 与 方程 

根据 静 析 几何 的 观点 , 当 我 们 在 平面 上 选 定 一 个 坐标 系 后 。 
下面 上 的 一 条 基线 就 可 以 用 上 曲线 上 " 动 点 " 举 标 (x, 3 ) 所 满足 的 
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条 件 来 描述 ， 这 一 条 件 通 常 叫 做 该 曲线 在 选 定 的 坐标 系 中 的 方 
程式 。 例 如 , 一 个 半径 等 于 民 的 圆 , 在 以 其 圆心 为 原点 的 化 标 
系 中 的 方程 式 是 x 十 一 R==0。， 下 面 让 我 们 先 来 看 一 下 轿 欠 
曲线 的 方程 式 是 什么 。 

首先 ,我 们 一 定 要 敌 清 楚 , 一 条 昌 线 的 方程 式 是 随 着 从 标 系 
的 选取 而 定 的 ， 因 比 , 假 她 所 选 的 华 标 系 比较 好 , 则 所 得 的 方程 
式 就 会 简单 些 . 

情 1 《 梢 加 的 标准 式 ) 十 希腊 几何 学 业已 车 诉 我 们 ,机 图 
到 两 个 定点 i, 居民 称 为 焦点 ) 的 距离 之 和 等 于 定 长 。 不 难看 
出 这 样 的 曲线 必定 会 和 1, 下 ;的 连 线 和 斑 ,F, 的 重 直 平分 线 
成 辆 对 狐 ( 亦 即 友 射 对 称 )、 因 此 ， 以 上 述 两 条 互相 垂直 的 直线 
作为 *, > 轴 的 到 标 系 就 是 一 个 比较 合适 的 坐标 系 (如 图 3-16 
所 东 ). 设 所 所 二 2c, PF 十 PFs= 定 长 =20,- 则 Fw, 天 ;的 内 
标 分 别 为 (ec, 0) 和 (一 c, ?)， 岂 距离 公式 即 得 粮 贺 上 的 动 点 
Px, >) 所 应 满足 的 条 件 


VeoPT +v (rTFe Ty = 0， 
移 项 后 再 平方 , 即 得 
x+ et y= do (Cio) + 
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再 移 项 ,平方 , 即 得 
a f(x—c + ya — 20lcxt Cx’, 
移 项 整理 后 ,并 令 br 二 0: 一 c?, 即 得 下 述 糖 加 的 标准 式 
2 2 
到 + 让 = 

侧 2 ( 双 拘 线 的 标准 式 》 冯 曲 线 上 的 点 到 两 个 定点 Fi 
严 的 距离 之 差 蔚 于 定 长 同样 地 ， 可 以 选取 以 忆 ,， 户 : 的 这 线 
为 * 轴 ，FiPas 的 还 直 平分 线 为 ? 轴 ( 如 图 3-17 所 示 )， 设 
下 ,Fs 和 20, 定 长 为 24, 则 双 曲 线 上 动 点 P(x, y)] 所 要 满足 的 条 
件 为 


图 3 了 -477 加 
VIF Ve Ty + 20. 
经 过 类 人 包 们 1 的 化 简 过 程 , 令 刀 二 oi 一 a', 就 可 以 求 得 双 曲线 的 
标准 式 


好久 
or 
例 3( 殷 物 线 的 标准 式 ) 括 物 线 是 平面 上 与 定点 下 和 定 
直线 尹 的 距离 相等 的 轨迹 ， 不 难 夺 出 它 一 定 会 和 由 握 点 识 直 
线 吉 所 作 的 垂 线 成 轴 对 称 , 所 以 我 们 可 以 取 它 为 x 办。 而 由 玉 
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点 色 直 线 靖 的 重 线 之 中 点 显然 是 地 物 线 上 的 一 点. 如 图 3-18 
所 示 , 我 们 可 以 取 这 一 :点 为 原点 , 则 严 点 的 坐标 为 (c, 0) 直 线 才 
的 方程 式 是 < 一 一 c， 抛 物 线 上 上 任意 动 点 PLX, y) 所 要 满足 的 
条 件 是 


FP=V (ro +=d(P, p=x+e, 

再 边 平方 后 加 以 整理 , 即 得 擅 物 线 的 标准 式 
一 dx “ 
在 上 面 三 种 情形 的 讨论 中 ， 
我 位 各 按 其 特性 选 定 了 特别 适宜 
的 举 标 系 ， 这 样 就 使 得 椭 贺 、 双 
曲线 及 抛物 线 的 方程 式 分 别 成 为 
上 述 特别 简单 的 标准 式 ， 很 自然 

地 ,我 们 可 以 问 ， 

(1) 加 锥 曲线 在 一 般 的 坐标 

系 中 的 方程 式 成 什么 样子 ? 
《2) 圆 锯 曲线 的 方程 有 些 什 
么 共性 ? 有 哪些 代数 上 的 特点 ? 
显然 ,三 种 四维 曲线 的 标准 式 都 是 x,y 的 二 次 方程 式 ， 但 它 作 
在 任何 其 他 内 标 系 中 的 方程 式 是 容 也 一 定 是 二 次 的 呢 ? 我 们 可 

以 从 两 个 角 庆 来 说 明 夯 詹 曲线 的 方程 式 都 一 定 是 二 次 的 。 
命题 1 对 任何 坐标 系 , 一 个 圆锥 曲线 方程 式 总 是 二 次 的 ， 
[证 一 ] 设 (x', y) 是 一 个 给 定 加 办 曲线 上 任意 一 点 忆 , 对 
于 某 一 任 选举 标 系 (议和, OO 这 ) 的 春 标 , (xy ) 是 上 述 图 锥 曲 
线 对 于 例 1, 2, 3 中 特别 选 定 的 些 标 系 ( 充 ,O 闻 的 点 标 , 则 由 
前 面 所 述 的 毕 标 变换 式 得 知 %, y 可 以 分 别 用 x 人 y’ 的 一 次 式 
来 表达 ， 把 这 种 表达 式 代入 标准 式 ， 就 得 出 原 给 贺 锥 且 线 对 二 
( 奋 遍 ,, 厅 访 ) 囊 标 系 的 方程 式 , 它 显然 应 该 还 是 一 个 二 次 式 
"Bl ， 


[证 二 ] 出 加 给 则 线 在 原始 定义 ， 它 是 一 个 正 圆锥 和 一 个 
平面 的 截 线 ， 如 图 3-19 所 示 ， 
我 们 可 以 在 空间 中 选取 坐标 
系 ， 合 得 上 述 平 醒 就 是 (xz,，J 
青 标 面 ( 换 名 话说，x, y 轴 都 
在 该 平面 之 上 )。 设 团 稚 的 顶 
点 信 誉 标 为 (6, b,c), 在 圆锥 
药 鹏 转轴 上 取 一 单位 长 向 量 
al， 设 其 吾 标 为 Ka" ,8 ,cf ). 令 
(x,y, 2) 为 图 锥 面 上 任意 动 
点 ， 则 由 圆锥 面 的 定义 ， 向 量 
六 念 和 xz 之 问 的 炎 角 =a( 定 
值 ) 或 = 一 X， 所 以 

VPi:Fu { 多 


一 cos( 一 &)， 


亦 即 
(PP-u)y 
PP.VP 
再 用 开标 形式 类 达 , 邮 有 
{x—a) at( Sb) (zoe) 
一 外 [wot(y -bP +(e)]=0. . 
总 之 ,上 述 贺 锥 面 在 立体 坐标 票 中 的 方程 式 是 一 个 x, yz 的 二 
次 方程 式 ， 在 上 上 述 方程 式 中 令 z=®0， 即 得 所 求 的 贺 锥 曲线 在 
% 平面 上 的 方程 式 ， 当 然 还 是 二 次 的 . 
(二 ) 二 次 曲线 的 讨论 
上 上 面 的 讨论 说 明了 图 锥 擒 线 的 方程 式 都 是 二 次 的 ， 很 自然 
地 我 们 会 间 它 的 逆 间 题 ， 即 方程式 是 二 次 的 曲线 是 否 都 是 回答 
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一 cos: 一 常数 一 已 


截 线 呢 ?下 面 我 们 将 用 下 标 变换 的 方法 来 讨论 二 次 曲线， 从 而 
肯定 地 解答 上 述 问 题 , 
一 个 一 般 性 的 二 次 方程 式 可 以 写成 下 述 形式 
4x 十 2Bxy++Cy +2Dx+2Ey+F=0. 
坐标 满足 上 述 方 程式 的 所 有 点 构成 的 曲线 通称 为 二 次 曲线 。 从 
及 何 学 的 现 点 来 着 ， 方 程式 只 是 该 曲线 对 于 某 一 选 定 举 标 系 的 
考 达 形式 ， 对 十 不 同 的 坐标 系 就 有 不 同 的 表达 方程 式 。 己 是 帅 
线 本 身 的 几何 性 质 (例如 椭 男 的 面积 , 焦距 , 长 轴 , 短 轴 等) 出 是 
它 的 本 质 , 当然 不 会 因为 坐标 系 的 更 换 而 有 所 改变 . 
邵 前面 所 讨论 的 , 设 (O'esrey ) 是 另外 一 个 正 交 誉 标 系 . 令 
6 为 e: 和 ex’ 之 间 的 夹 角 ， OCTSNe 十 和 ev， 则 同一 点 已 的 
(x'，y') 和 (x, y) 之 间 有 下 列 出 标 变换 关系 式 
{0 Ox'—sin 十 用 
y=sin bx' 十 cos OY’ 二 +. 
用 上 述 关 系 式 代 入 原来 对 于 (%, y) 人 举 标 系 的 二 次 方程 式 ， 展 开 
并 且 含 并 同类 项 ,就 得 到 网 一 条 二 次 砸 线 在 (x"， 六 ) 串 标 系 中 的 
方程 式 
A'x+28 ry tC yD Ey + F'=0， 


其 中 、 

A'‘=Acos 8+IB eosd sing+C sin: 8, 

{p24 Sin cos +2B(cos’ 和 一 Sin 8) 

| 十 2Csin eesg= ?Beos(29) 一 (4 一 C)sin( 29》， 

| C'=Asin: ~—2B cos 0 sin +C cos* 0, 

1 D'=2Ahcos 012B(k-cos G+h-sing) 

| +2C:k.sin d+2D cos 42FE sing, 
E’=—2AhsinG+2B(h con 6—Rk sin 6)+2Ch cos6 

| —2D sin d+2E cos 0， 
F'= AR +2Bik+ Ch +20i+2ER+F, 
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上 述 关系 式 说 明了 同一 条 二 次 曲线 在 两 个 不 同 的 些 标 系 中 的 方 
如 式 之 间 的 相互 关系 ， 虹 看 起 米 是 有 些 繁 下 的 ， 但 补 加 分 析 就 
可 知 有 其 内 存 的 规律 性 ， 首 先 , 我 们 得 确定 所 要 研究 的 方向 .区 
为 曲线 本身 的 几何 性 质 是 不 会 由 于 玲 标 系 的 变换 而 有 所 改变 的 
(以 后 称 之 为 不 变量 )， 所 以 我 们 要 研究 那 种 方程 式 系数 的 表述 
式 , 它 是 不 会 因 内 标 变换 的 改变 而 有 所 攻 变 的 不 变量 ， 再 者 ,我 
们 要 研究 如 何 适 当选 取 坐 标 系 ， 它 能 使 某 一 给 定 曲线 前 方程 式 
变 得 特别 简单 
命题 2 
A+C=A'+C'=HH, 
Hr—AC=B"*—A'C'=6, 


| :48D| |4BD 
:BC ElI=|B CE’|=A 
|IpEF| lpgF 


是 二 次 揭 线 方程 系数 之 间 的 三 个 基本 次 变量 
[证 明 ] 由 4 如， CD EE',F' 的 表达 式 ,不 准 看 到 
A'+C'=ATC, 
A'—C'=(A—C)cos(2 0)+28B sin(20). 
所 以 . 
(2BY+(A CV = 2BP HAY’, 
即 
BAC'= TB YH A CPA +CY] 


=+[(2BY+( A~CP (A+C)] 


=B8'—AC, 
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1 4 8 Dl| 14 8 
BC FI=IBg CE 
D’ FE 2 15 EF 
是 可 以 用 行列 式 的 钦 法 公式 加 以 证 明 , 留 给 读者 去 完成 . 
例 4 设 BB 一 4Cx*0， 则 十 南下 列 联 交 方程式 解 得 
Che, Ro : 


的 履 证 稍为 繁 一 些 ， 俩 


{At Bat D0, 
BhotCh ftE=0, 
因此 ,我 们 可 以 将 坐标 六 移 (, h), 而 使 D' 二 =0. 
例 5 关 将 些 标 诸 转 ,tg 26。 一 一 委 生 ， 就 可 以 使 8'=0. 


[ 解 ] .因为 B28 cos(20)—(A —C)sin(2 00)} =0, 


(三 》 二 次 网线 的 分 类 定理 
(1) 二 次 曲线 说 化 的 必要 充分 条件 是 八 =0. 当 人 =0 时 ， 
6<0 为 点 簿 王 ， 
.1 6>0 为 相交 两 直线 ， 
\ 5 一 0 为 平行 两 直线 (包括 相 量 )， 
(2) 当 人 Ax0 时 ， 
f 6<0 为 栖 柄 (有 可 能 为 虚 荆 图 )， 
{ 6>>0 为 双 曲 线 ， 
5=0 为 抛物 线 ， 
[证 明 ] 《〈e? 利 用 待定 系数 法 可 以 证 明 ， 
A t+2Bey+ Cy + 2Dxr+2By+F 
能 够 分 解 成 两 个 一 次 因 式 的 充 要 条 件 是 人 二 0， 不 难 加 出 ， 当 
3 一 尽 一 4C<0 时 ， 上 上述 两 个 回 式 是 复 系 数 的 ， 它们 只 有 一 个 
和 


实 坐 标点 (1 包 儿 参看 讽 4)。 当 80 时， 上述 两 个 因 式 都 是 
实 系 数 的 ,所 以 表示 两 条 直线 ， 
(5》 当 520 时， 我 们 可 以 先 将 坐标 轴 平 移 (如 ,所 ) 使 得 方 
程式 中 D'='=0, 即 有 方程 式 ~ 
AxX?+42Bx’y4Cy" 十 天 一 0， 
其 中 三 一 4 十 2 有 7 各 十 Ch 十 2 站 和 十 2 吾 包 于 全 ;fo 名 是 例 
4 中 所 解 得 之 O' 的 华 标 . 
然后 再 作 一 0 的 转轴 ， 


程式 中 不 念 wy' 项 , 即 
4 于 Co 二 本 一 0 
我 们 还 可 以 用 命题 2 米 直接 计算 4 C:( 即 不 需要 去 算 
cos ga, sin bg。 的 值 ， 并 且 代 入 4 C' 的 表达 式 中 )， 
A'+C'== 及 =A+C( 为 已 知 值 ),、 
一 4'C'=6=B*? 一 AC( 为 已 知 值 》。 
容易 由 根 与 系数 的 关系 得 知 41,C’ 恰好 是 下 述 一 元 二 次 方程 
XHX~d=0 


rod 这 样 ,就 可 以 使 方 


的 两 个 根 , 妈 
A'= 


HH VHT ,CHIVELTH. 


当 6>0 时 ,A LO 天 曲线 为 双 
丙 型 ; 
当 6<0 时 ，4C' 一 一 5>044 C' 赔 号 , 故 曲 线 为 构 
(ce) 当 5=0 时 ,我 们 可 以 先 作 加 角 的 转 办， 使 得 下 一 9. 
得 由 一 4'"C’ 二 6 一 0 得 知 4',C' 中 至 少 ( 其 实 恰 有 ) 一 个 也 变 
为 零 ， 所 以 方程 式 成 为 下 列 中 之 一 , 即 
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{ 人 4 十 2 和 十 2 开交 十 本 一 0 
或 C 3 和 十 2 有 人 十 2 五 "十 下 一 0. 
瞪 用 一 个 简单 的 平移 (用 配方 法 ), 方 程 可 写成 
A'x 十 2B'y'=0 或 “C2 二 20 一 0 
所 以 它 是 拍 物 线 . 
例 6 设 二 次 曲线 的 6 二 B' 一 4C<0， 则 可 经 平移 、 转轴 
使 得 新 坐标 办 的 方程 式 为 
A'x+tC'y +F'=0, 
其 中 
A’+C'=H 
—A'‘C’=6<0, 
VA'C'F'=A. 
所 以 ,A', C 都 和 玉 辕 导 ， 忆 一 一 兮 和 人 同 号 
会 =0 时 ,为 点 糖 加 ， 
五 ' 和 >0 时 ,为 点 籽 归 ,因为 4 和 ,C', FP' 都 同 号 , 方 
程 无 解 . 
地 :人 <0 时 ,为 椭 巍 . 
例 7 在 实际 计算 时 , 当 = 了 车 C 时, B'=0。 但 是 
在 0o<b<r 中 tg 有 商 个 相差 为 地 的 解 . 它们 


相应 地 有 
A’+C'=H, 
—A’C’=5. 
的 两 组 4 C' 的 解 。 假 如 我 们 进一步 限制 转轴 的 角 
0S6b< 枉 ， 则 sin 2002>0. 


当 


即 得 条 从 
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{AC)=(A—C)eos C20)+2B sin(2 0.) 
-Sin(20) (A—C)-ctg( 200)+2B] 


=sin(20,)-[(4—0).{430 +28] 
= Sin(860). [C4 -CY+(2B8)]. 
所 B47 一 0 和 同 导 。 利 用 上 溉 条 六 可 以 确定 各 全 法定 
相应 于 0< 如 < 于 的 那 一 组 解 4 C 了 . 


例 8 ”过 平面 .| [入 界 乒 点 PA 2 1 二 1, 2, 3, 4 5 有 
一 条 唯一 的 贺 锥 曲线. 
[ 解 1] 因为 (Xi, y1), i 二 1, 2, 3, 4, 5 都 是 已 给 的 坐标 ， 
所 以 将 下 列 六 阶 行 狮 式 展开 (可 以 按 第 一 行 展 并 ) 
x xy Fx vy 1 
和 3 
2 
A sy YE Xs ys 
NY XN VE Xe ye 
XE Xsys YE Xe ys 1 
即 得 一 个 *, ? 的 -次 方 积 式 。 当 我 们 分 别 以 (xiy; Yi=1, 2,3, 
4, 5), 代入 第 一 行 中 的 x、y 时 ， 行列 式 就 有 两 行 相 同 , 所 以 其 
值 为 零 ， 换 名 话说 ,(xi, ys) 满足 上 述 腿 开 式 所 表达 的 这 个 二 次 
方程 式 ， 这 就 说 明了 网 时 过 Pi(%4, 74), 1 二 1, 2, 3， 和 和 这 五 
个 点 的 回 锥 上 曲线 的 存在 性 ， 
反之 , 设 
Ax+2Bxyt+Cy +2Dx+2Ey+F=0 
是 网 时 为 (Xi, 371), i=1, 2, 3, 4, 5 所 满足 的 -个 二 次 方程 式 ， 
(%, 了 3) 是 上 述 方程 所 表示 的 贞 线 上 的 任 着 一 点 ， 则 有 下 列 六 个 


$88 


联合 方程 式 
SAR +2BES+CY tH2DIT2ES+F =0 
{4 381y+ Cys+2Dx+2EystF 0 
f=1, 2, 3, 4, 5. 
我 们 把 4, 8, C, D, E, 下 看 成 竺 求 的 末 知 数 , 则 上 述 六 个 式 子 
就 是 以 A, B,C, DD, ,这 六 个 元 的 齐 次 联 立 方程 组 。， 它 具 
有 一 组 非 当 解 ,所 以 它 的 系数 行列 式 必 须 为 零 ， 这 就 证 明了 
《xy) 满 中 原先 那个 六 阶 行列 式 所 表达 的 那个 二 次 方程 式 ， 从 
而 也 就 说 明了 准 一 性。 
[ 解 21 区 用 展开 六 阶 行列 式 来 计算 土 述 二 次 方程 式 ， 那 
是 相当 烦 巴 的 ,下 面 是 一 个 比较 简便 的 计算 法 。 
先 求 下 列 四 个 一 次 方程 式 ,到 
f nx, ?=0 是 直线 PiP: 的 方程 式 ， 
| (x, 切 =0 是 直线 PaP, 的 方程 式 ， 
le 少 )=0 是 直线 PPs 的 方程 式 ， 
x, 3)=0 是 直线 PsP 的 方程 式 。 
由 上 曾 不 难看 出 ,对 十 任何 常数 中 由 
lx, P)X, yh 3) PC， 一 0 
所 定义 的 二 次 曲线 都 会 同时 通过 PP,, Ps, Ps, Py 这 四 成 、 换 名 
话说 , 当 上 & 取 各 种 可 能 的 什 时 ,上 述 方程 式 表示 这 已 Pi, Ps,P。 
这 四 点 的 较 锥 曲线 系 ， 所 以 , 我 们 只 夏 再 把 C%s , ys) 和 代入 上 式 ， 
就 可 以 求 得 上 的 值 , 即 
站 
tse, ye) l(t, Yo)” 
这 样 就 可 以 简便 地 求 出 过 Pi(i=1, 2, 3,4,5) 该 五 点 的 二 次 此 
线 的 方程 式 . 
由 一 个 代数 方程 所 确定 的 曲线 ( 亦 即 其 坐标 满 是 给 定 代数 
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方程 的 点 的 集合 ) 是 解析 几何 自然 的 研究 对 象 ,这 种 曲线 噶 做 代 
数 曲 线 ， 该 慌 数 方程 的 次 数 也 叫做 这 个 代数 曲线 的 次 数 ， 上 面 
的 讨论 说 天 {x,y) 平 面 上 的 一 次 代数 曲线 是 直线 ， 二 次 代数 曲 
线 是 网 锥 划 线 .同样 地 ， 我 们 还 可 以 讨论 立体 解析 几何 中 的 代 
数 曲面 和 代数 曲线 ， 


习 题 


1, 设 @, 66,c、 x 为 四 个 向 量 , 试 证 ， 
(x—a)-(Bb~-e)+(x-b)(e—-a)t+(r—e) (a—b)=0, 
并 由 此 证 明 三 角形 三 边 上 的 高 交 于 一 点 ， 


由 


图 320 

2， 如 图 3-20 所 示 ，q 一 厅 信 ,5 一 5 语 是 两 个 线性 无 
关 的 向 量 ，4;、4， 是 直线 O4 上 的 相 异 两 点 , B81、B, 是 
直线 08 上 的 相 异 疯 点 ， 设 OF1=aya,OAi=0a*@ 
(al 0 #0), DB 一 .5 OF:=P,* b(P1, Bs #0), 直线 
A1B; 和 AB 相交 于 CC 点 ， 试 用 4, as. 有 Bi, Ps 表达 
一 人 E=xa+y 汪 中 的 系数 * 和 了。 

3， 斌 证 ， 在 一 个 给 定 的 三 角形 0AB 的 三 边 上 各 
到 一 点 也、Q,R， 将 它们 和 对 项 点 相连 的 三 条 直线 OP， 
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4AQ、BR 交 于 一 点 的 友 要 条 件 其 
贡 . 信 . 慑 | 
RBH BB a0 
4， 试 证 ,在 给 定 0.4B 的 往 边 所 在 的 直线 4B、 
CB、CA 上 千 取 一 点 P',Q,， 用, 划 P,Q, 民 三 点 区 线 的 


充 要 条 件 是 


Ri FF 芭 

5、 由 叉 积 和 外 积 的 对 应 , 即 有 
acad 
be bdl, 
试用 上 式 推导 : (axb6)Xe~ax(bxe)=(q-b)c—(b.c)a. 

6. 设 矿 是 一 个 维 向 量 空 间 , 四 ,pr 是 pp 个 线性 
独立 座 量 , 试 证 :向量 中 可 用 01,…, vs 线性 表 出 的 充 要 条 
伟 是 


OR .AP ,BO 


(axb)'(cexd) = | {axb)-:c=a'(bxce), 


人 和 人 … 人 py 一 0. 
7， 设 @@… ee; 和 ,是 天 中 两 组 向 量 ， 满 足 


BoAbi=0, 
试 证 : 若 四 ,ee 是 线性 独立 的 , 则 刀 可 表 成 它们 的 线性 
组 合 ， 
B= pF dd 
8、 设 洲 是 一 个 4 维 向 量 空间 ,由 于 入 ?77") 与 人 "? 
("的 维 数 相等 (C? 二 C2-?), 它 们 是 网 构 的 , 试 建立 两 者 
之 间 的 一 个 同 构 , 竺 别 考 痔 n=3 的 场合 . 
9， 试 证 ， 誉 标 (%, ») 满 足 一 个 一 次 方程 式 ax 十 by 
a1 


十 c 一 0(o ,已 不 同时 为 零 ) 的 点 构成 一 条 直线 ,反之 亦 对 . 
10， 试 证 :两 条 直线 
hs grtby+e=0, h: Gibaycs=0 
平行 而 不 重合 的 充 楼 条件 为 


a bc 
11， 试 求 两 条 直线 11: qi:x+biy 十 ci 二 0,(i==1, 2) 互 
相 牌 直 的 充 要 条 件 . 
12 .将 娄 标 轴 旋 转角 度 9， 求 下 列 曲 线 在 新 坐标 系 中 
的 方程 ,并 画图 ， 
1) 17x2 一 16xy 十 1732 一 225， 4 一 于 : 
2) 3 3xy ~ 10 证 . 


13， 和 渣 用 二 次 曲线 的 分 类 定理 ， 直 接 确定 下 列 二 次 曲 

1) 72 一 8Xy 十 32 十 14X 一 87 十 16 一 0， 

2) 322: 十 4Xy 十 10X 十 12y 十 7 一 0 

3) 32%*+48Xy 十 18y 一 57X 一 24y 十 6 二 0， 

4) Tx —18xy—17y*—28%+367+8=0. 

14. 证 明 方 程 4%? 十 2Bx*y 呈 Cy?+2Dx 二 2Ey 二 FF=0 
确定 一 个 贺 的 完 要 条 件 是 ，H’ 二 一 46, HA<0, 
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第 四 章 ”球面 几何 与 球面 三 角 


窗 间 中 和 定点 O 的 距离 等 于 定 值 r 的 所 有 点 构成 的 曲 
秆 , 到 散 以 O 点 为 球 心 、 以 7 为 半径 的 瑞丽 。 贷 如 我 们 所 居住 
的 大 地 ,其 局 部 地 复员 然 是 丘陵 起 伏 . 山川 纵横 , 但 是 其 全 局 的 
形状 却 十 分 接近 于 一 个 球面 ， 这 也 是 为 什么 我 们 问 在 直 珍 了 当 
好 把 它 叫做 “地 球 " 的 缘故 ， 远 存 纪元 前 三 世纪 , 古 澳 及 亚 历 山 
火 起 的 依 刺 都 山 尼 就 曾 运用 简单 的 几何 知识 和 对 只 光 的 观察 ， 
对 地 于 的 大 小 作 了 一 歼 初 步 的 估计 。 他 当时 对 地 球 米 径 的 估计 
化 为 现代 的 单位 约 为 7,279 公里 ， 比 近代 利用 人 潜 卫 时 测量 所 
得 的 数据 6, 378 公里 仅仅 相差 15 多 ， 自 工业 革命 以 来 , 远洋 航 
海 日 益 发 达 , 球面 凡 何 就 成 为 航海 ,天文 的 基本 工具 了 . 

将 球面 几何 和 前 面 所 讨论 的 平 塞 几何 要 比较， 不 难看 出 下 
列 凡 点 ;《 详 在 相对 于 半径 来 说 , 很 小 的 一 小 片 球面 ， 闭 起 来 就 
几乎 是 一 个 平面 . 【这 也 是 早期 历史 上 各 当 族 将 “大 地 "的 整体 
形状 误 认 为 是 “平面 " 的 原因 .) (ii) 一 个 过 球 心 的 平面 和 球面 
的 交 截 线 叫 做 该 球面 的 一 个 “大 刚 "， 它 们 在 球面 几何 里 所 扮演 
的 角色 相当 于 平面 几何 中 的 直线 ， 饥 她 一 个 小 于 半 辆 犁 大 回击 
弧 就 是 其 两 端点 之 间 在 球面 上 的 所 有 通路 之 中 的 唯一 的 最 短 
者 ! 换 句 话说 , 它们 也 具有 和 平面 上 的 均线 段 相 同 的 特征 . 
《iii 在 平面 几何 学 中 ,下面 对于 其 中 任 给 一 条 直线 都 成 反 船 对 
称 ( 这 是 一 个 最 重要 的 基本 性 质 ), 同 样 地 ,球面 对 子 其 中 任何 一 
个 大 图 屁 成 反射 对 称 ， 它 也 是 球 而 几何 学 的 一 个 最 重要 的 基本 
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性质 . 《ivy ) 三 角形 的 研究 是 平面 几何 学 的 核心 问题 ,同样 地 , 刺 
面 三 角形 ( 亦 即 由 连结 三 个 顶点 的 大 贺 园 又 序 构成 的 图 形 ) 的 研 
究 也 是 球 浅 儿 他 的 核心 问题 ， 


第 一 节 球面 几何 


:一 个 球面 是 空间 中 和 定点 的 距离 等 于 定 值 的 点 所 构成 的 星 
面 , 该 定点 叫做 它 的 绿 心 , 定 值 叫 向 它 的 半径 (如 图 4-1 所 示 》. 
我 们 将 用 符号 SPo,?) 表示 以 Po 点 为 


(CA 球 心 , r 为 半径 的 球 重 , S 之 上 标 > 被 用 
A 来 标明 它 的 维 数 等 于 岂 
SPs, r)={P:d(P, Ps)=r}, 
YW 其 中 dC, Po) 表示 PP, Po 点 之 间 的 中 
: 离 、 再 者 , 我 们 将 以 站 (Pu 表示 以 忆 

4 点 为 球 心 , ?为 半径 的 妆 体 , 即 

DP(Po, r={P; d(P, Per}. 

前 述 球面 就 是 上 述 球体 的 表面 。 

球面 与 球体 分 别 是 空间 中 最 完美 和 对 称 的 面 与 体 ， 也 是 婉 
常见 又 常用 的 几何 形体 ， 本 节 将 对 它们 的 几何 性 质 作 笛 要 讨 
认 . 


一 、 球 面 与 球体 的 特征 性 质 

命题 1 球面 SP,,r)( 或 球体 DA Pu, r))， 关 于 任何 过 
球 心 Po 的 平 而 均 成 反射 对 称 。 反 之 , 一 个 和 所 有 过 Po 点 的 平 
面 葡 成 反射 对 称 的 连通 曲面 (或 实心 体 ) 也 一 定 是 -2 个 以 Ps 点 
为 球 心 的 球面 (或 球体 ). 

[证 明 ] 不 难看 出 ， 只 要 证 明 球 面 的 情形 就 可 以 同 至 推导 

"d+ 


得 出 球体 的 情形 ， 现 证 明 如 下 ， 

设 PES2XPu r),z 是 -- 个 任 给 的 过 已 的 平面 , P' 是 在 
以 x 为 定点 点 集 的 反射 对 称 下 已 点 的 对 称 点 。 因 为 Po 点 是 自 
己 的 对 称 点 ,反射 对 称 是 保 长 的 ,所 以 

d(P, Po)=r > d(P’, Po)=r FD P' ES(Po, +), 

这 就 证 明了 SXPo, *) 对 于 x 成 反射 对 称 . 

反之 , 设 乙 * 是 空间 中 的 一 个 “ 面 "( 指 连 道 的 二 维 图 象 ), 而 
是 关于 任何 过 PP。 点 的 平面 4+ 都 成 反射 对 称 的 ， 设 PE 一 ?是 
其 上 任 取 的 一 点 , 令 d(P, Po)=r, 即 , PESKPo,r),， 如 图 
4-1 所 示 , 设 P' 为 SPo,?) 上 的 任 给 一 点 , 则 由 假设 PP== 
PoP'=r+, 可 知人 P,PP' 是 等 大 守 角形 , Po 点 和 PP’' 的 中 点 
旭 的 连 线 和 PP' 垂直 ， 换 各 话说 ,Po 点 在 PP' 的 中 刁 面 上 ， 
丈 即 P,P!' 点 关于 上 述 过 已, 点 的 中 重 面 成 反射 对称. 凡 此 . 
由 ?的 性 质 得 知 P 也 必 属 于 ,但 是 了 P' 是 SP 7?) 上 
的 任意 一 点 , 这 就 证 明了 

SSP?) CSE, 

再 由 假设 守 : 是 一 个 曲面 即 得 三 :二 SX(Po,7)， 这 是 因为 , 知 
丈 : 包含 不 属于 SP 7?) 的 点 Pi, 则 乙 : 叉 包含 一 个 球面 
SS Pu +1), 这 里 7 二 PoPi*?, 富 * 就 不 是 一 个 连通 曲面 - 

推论 ”球面 S( Po r) 关于 任 给 一 条 过 已。 的 直线 都 成 外 
旋转 对 称 ,对 于 球 心 Po 点 则 成 中 心 对 称 . 

[证 明 ] 设 Yu rs 是 过 ,点 的 两 个 平面 , 其 交 截 为 一 条 
过 Po 点 的 直线 1, 交角 为 6， 关于 ri ms 的 反射 对 称 相 结合 
就 是 一 个 以 了 线 为 轴 的 28 度 旋转 [读者 试 自 证 之 ]， 再 书 , 没 
ziy Ty, rs 是 过 Po 点 的 三 个 互相 熏 直 的 平面 , 则 关于 它们 的 三 
个 反 锯 对称 的 结合 就 是 以 已 点 为 中 心 的 心 对 称 [读者 试 让 再 
主 之 ] . 
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二 、 球 与 加 


在 平面 上 和 定点 的 距离 为 定 信 的 点 集 是 一 个 团 ， 在 空间 中 
和 定点 的 距离 为 定 值 的 点 集 则 是 一 个 球面 ， 所 以 加 和 球 有 很 多 
类 同 的 性 质 和 客 切 的 关系 , 辫 扼 要 地 列 述 如 下 : 

(i) 将 右 图 4-2 所 示 的 
而 绕 轴 QO 旋转 ， 即 得 一 同 
半径 的 球面 ， 不 难 从 图 4-2 
在 出 ， 从 球 外 一 点 介 到 
SO,r) 的 所 有 切线 均等 
长 , 而 且 形 成 一 个 以 QB 点 为 

图 4 顶点 和 球面 相 切 于 一 个 夯 的 

正 圆锥 画 。 再 者 ,一 个 平面 车 和 球体 相交 , 则 其 稚 面 为 一 “ 圆 碟 ” 
(如 图 4~2 中 所 示 的 阴影 部 分 ), 它 的 画 心 Q' 和 球 心 0 的 连 线 
和 该 阐 嵘 垂直 . 《相当 于 获 的 中 点 和 圆心 连 线 和 该 转生 直 ). 

(i) 在 画 的 性 质 之 中 ， 有 一 个 常用 的 定 弄 叫做 畔 规定 更， 
妈 从 图 外 一 点 Q, 向 贺 引 一 任意 的 割 织 , 则 所 截 的 两 线段 QP,， 
QP; 的 乘积 种 稀 于 切线 长 的 平方 .同样 地 也 有 球 需 定理 ， 其 
实 ,从 向 量 的 规 点 来 看 ,上 述 两 个 定理 的 证 明 是 完全 一 致 的 . 

〈 熏 )》 平面 上 不 共 线 三 点 定 一 圆 ， 同 样 地 ,空间 的 不 共 面 四 
点 定 一 球面 . 

(ivr) 半径 为 了 的 加 周 周 长 等 于 2xr; 半径 为 了 的 球面 面积 
为 4xr*(《 这 是 阿 基 米 德 和 我 国 的 祖 临 在 古代 几何 学 上 的 重要 
成 就 )- 


三 、 球 面 几 何 
所 有 相同 六 径 的 球 启 都 是 恒 等 的 ， 不 同 半径 的 球面 则 都 是 
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相似 的 ， 折 以 在 讨论 球面 上 的 几 有 有 问题 时 ， 我 们 总 可 以 把 它们 
妇 于 单位 (半径 ) 球面 的 情形 来 研讨 、， 从 现在 开始 , 著 不 另 轴 申 
明 ，, 我 们 总 假设 所 讨论 的 球面 是 5X0, 1), 即 以 原点 O 为 球 心 
的 单位 球面 再 省 ， 我 们 将 经 常 把 所 要 研讨 的 球面 几何 问题 和 
《业已 熟知 的 ) 相 当 的 平面 几何 知识 进行 比较 ， 

(i) 大 辆 ， 一 个 过 球 心 的 平面 在 球面 上 的 截 线 叫做 球面 
上 的 一 个 大 园 ， 在 球面 几何 中 它们 相当 于 平面 几何 中 的 直线 、 
例如 ,平面 对 于 其 上 的 一 条 直线 成 反射 对 称 ; 球 面 对 于 其 上 的 一 
个 大 圆 也 威 反射 对 称 。 而 县 小 于 半 个 大 圆 的 圆 弧 就 是 其 两 端点 
之 间 的 叭 -~ 最短 通路 (证明 见 第 六 章 )， 换 旬 话 说 , 只 要 加 上 小 
于 半 个 大 贺 的 条 件 ， 这 种 大 圆 男 弧 也 就 相当 于 平面 几何 中 的 直 
线段 .所 不 同 的 地 方 是 ,任何 两 个 大 加 都 交 于 对 项 的 两 点 (所 以 
没有 不 相安 的 情况 ), 而 且 过 对 项 的 两 点 有 无 穷 多 个 大 回 , - 

(ii ) 对 称 性 与 村 合 公 弄 :平面 几何 中 的 受 合 公理 和 平面 
的 对 称 性 其 实 是 同一 性 斤 的 两 神 表现 ， 而 且 平 面 关于 任 给 直线 
的 反射 对 称 则 又 是 对 称 性 的 基础 ， 即 其 他 的 对 称 性 都 可 以 用 到 
射 对 称 适当 组 合 而 成 .因为 球面 也 同样 地 关于 任 给 大 圆 成 反射 
对 称 ， 所 以 球面 几何 在 对 称 性 和 从 合 公理 上 是 和 平面 几何 完全 
相同 的 . 

《iii) 球 而 三角形， 在 球面 上 相距 小 于 -7 的 给 定 三 点 4， 
B.C (对 顶点 之 间 的 球面 距离 是 1) 唯一 地 确定 了 三 条 小 于 半 
圆 的 大 图 辆 弧 4 B, BC, CA4, 它们 组 成 了 一 个 以 4 .号 、C 为 
其 顶点 的 球面 三 角形 。 在 平面 几何 学 的 讨论 中 ， 三 角形 恕 最 简 
单 也 是 最 基本 的 “主角 "; 辐 样 地 存 球 面 几 何 的 研究 中 ,球面 三 角 
形 也 是 简单 而 又 基 本 的 主要 谍 征 ， 一 个 球面 三 角形 也 具 i 
边 长 和 王 内 角 角 诬 访 样 六 个 鞠 洒 .在 半 面 宇 
有 数 御 的 斌 等 人 杀人， 如 8's'S，s'a 3，a-s'a、a'as 等 .类似 
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地 , 在 球面 三 角形 的 前 边关 系 中 ,也 有 一 系列 恒 等 条 件 ; 88'8， 
3"a :sa's'a,a'a'a 等 (证 明 见 后 文 )、 再 者 , 平面 三 角形 的 内 
角 和 蚀 等 于 一 平角 ,但 是 球 而 三 角形 的 内 角 和 都 大 于 一 平角 ,而 
县 有 下 述 有 意思 的 定理 

定理 1 在 单位 球面 上 的 任 给 球面 三 角形 A_4BC,， 其 内 角 
和 减 去 天 后 的 一 余兴 好 等 于 它 的 面积 , 即 

人 人 4+ 人 B+LC-x 二 人 ABC 的 面积 

[证 明 3 将 4B, 4C 这 两 个 大 中 加 弧 延 长 ， 相 交 于 4 的 
对 顶点 4”， 这 两 条 半 辆 较 弧 之 间 的 区 
域 叫 做 一 个 “ 校 形 ， 它 的 而 积 是 多 球面 
的 - 气 生 人, 即 为 -4.4r 一 2CA4 ,其 


中 C.4 表示 角 A 的 模 麻 . 若 用 和信 ABC 
表示 以 4 , 刀 .C 为 预 点 的 球面 三 角形 
四 .3 的 面积 , 4'，B’, C' 分 别 表示 4, 8, C 
的 对 顶点 ， 则 如 图 4-3,， 即 有 
A4BC+A4'BC=2A4， 
A4HC+A4B'C=32AB， 
(1){ AABCTAABC’=2L0, 
和 4 8C' 二 人 A'B'C [因为 两 省 互 为 对 顶 术 
【AL4BC+A4BC+A4BCAA4'BC= 半 球 =2， 
将 前 三 式 相 加 ,再 用 后 网 式 代 效 , 即 得 
[3°AABC+AA’BC+HAABC+AABC’ 
0 | =2( LATZLBTLO), 
|2-AABC+HIAABC+HAA'BCHAABC+HAA'BC} 
\ =2AABCt2r, 
从 中 可 得 AABC=L 人 AtLB+ LC—n。 
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(iv) 极 与 泵 道 .球面 三 角形 的 要 对 偶 : 对 十 球面 上 一 点 二 ， 
和 它 的 球 亢 距离 为 x/2 的 所 有 点 构成 一 个 大 图 站 4, 两 着 之 问 
的 英 系 类 似 于 地 球 上 的 极点 与 放 道 ， 我 们 称 六 4 为 以 4 点 为 极 
的 寨 道 种 。 如 图 44 所 示 ,对 于 球面 三 角形 人 A BC, 可 以 分 别 
你 荆 4Te,Tc, 交规 而 得 另 一 球面 三 角形 人 A4*B*C*. 人 4BC 
和 人 A*B*C* 互 为 极 对 多 ， 换 名 话说 , 4 二 4*,， B=B**， 
C=C*， 要 说 明 上 述 对 蛋 性 ,我 们 只 要 注意 到 下 列 事实 , 即 


~B- 


图 4-4 

f d( A,C*)=ad(8, CC ) 一 到 

(37 | am AW) d(C, A*)=T, 
“dA, B*)=d(C, 8*)=E 


所 RABCT ex, ACCT mt, BCCT At, 才 
99， 


如 区 太 o 站 天 BET T An, CET NN Tes, 
命题 2 设 以 人 4, LB, 人 LC 和 qa, 0 e 分 别 表示 和 45C 
的 三 个 角 麻 和 边 长 ,同样 地 以 人 A%*, LB*，LC* 和 ax, 6b, cx 
分 别 表示 其 极 偶 三 角形 信 4*B*C* 的 三 个 角度 和 边 长 , 则 有 关 
系 式 ， 
(4) {EALBtorm LCter mn, 
LAr+a=LB*+b= LCttern. 
[证 明 3 如 图 4-4 所 示 , 令 41 ,Gi 分 别 是 以 旦 点 为 极点 
的 经 线 B84 和 BC 与 漆 道 四 三 s 的 交点 ,所 以 4,Ci 的 驱 长 就 等 
于 人 LB。 再 着 ,上 面 业已 说 明 4BCTex#,， BCCT4%, 所 以 
AYC1 一 于 ， 440 一 中. 
这 就 说 明了 
tLB=ANCH+ dC 4YC 于 AiC8 卫 十 本 = 可， 
同 理 可 证 人 4 十 of= CC 上 cx=r， 再 用 对 但 手 , 即 埋 
LA+a=LB tb /CY+c=n. 
推论 ”在 球面 几何 中 ,着 AABC 和 人 4181C1 三 内 其 对 
应 相等 , 则 其 三 边 边 长 亦 对 应 相等 。 
[证 明 ] 由 对 偶 性 和 命题 2, 即 可 从 假设 
A=L41, LB=ZB, 和 LC=LC, 


推论 得 

， A 
=r— /B=r mL B=b*, 

Cr LC=A— A Cot. 

所 以 由 s*s*s 过 合 尖 理 就 得 和 人 A*B*C* 和 和 AYBNC# 恒 等， 

再 用 对 倘 性 , 即 得 入 4BC 和 从 A1B,C! 也 短 等 . 
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[ 注 ] 球面 儿 何 中 的 全 等 杀 件 s'a*s 很 容易 用 其 区 射 对 多 
性 证 得 ,然后 再 用 与 平面 几何 中 相同 的 证 法 ,就 可 以 从 sa's 证 
明 恒 等 条 件 ss*s， 上 述 挫 论证 明了 球面 几何 中 特有 的 到 等 条 


件 a'a'a。 


第 二 节 ， 球面 三 角 公式 


平面 几何 中 的 三 角形 各 种 恒 等 条 件 说 明了 平面 三 角形 的 叭 
一 性 . 到 了 平面 三 角 学 ， 我 们 就 把 这 种 唯一 性 定理 提 和 到 有 效 
能 莫 的 角 边 函数 关系 , 其 中 最 基本 的 就 是 


sin4_sir 有 smC 
(5) 正 吏 定律 S04 一 SI， 


qr=b +c—2bc cos A 
《6) 余弦 定律 { breshar aco cosp 


(co 一 oz 十 所 一 2ab cosC. 


本 节 所 机 讨论 的 课题 是 如 何 把 对 款 置 三 角形 的 理解 也 提升 到 有 
效能 算 的 边 角 函 数 关 系 ， 其 中 最 主要 的 结果 就 最 球面 三 角 的 正 
弦 和 定律 与 余弦 定律 ， 

[分 析 ] 如 图 4-5 所 示 , A ,8,C 是 单位 球面 上 的 
a. 5 和 分别 表 示 单位 长 向 量 口 闻 , 品 记 和 OC, 则 球面 
全 ABC 的 三 角 角 度 和 三 边 边 长 分 别 可 以 用 空间 向 量 ,b,c 表 
过 如 下 ， 

(7) 就 是 5 e 之 间 夹 能 的 孤 度 ， 所 以 cos a=Be， 

问 理 有 cosb 一 Go，c0S c=0'b, 

当 融 ,人 4 就 是 “gq, 所 张 的 平面 "和 “gm、e 所 张 的 平面 "之 赔 的 
夹 角 ,所 以 人 4 也 等 地 qx 入 qXse 之 可 的 夹 藤 , 即 


图 4-5 


{8) CaxB)- (bxe)= laxbi:laxclcos 4 
一 Sjn esin peos 4. 
同 理 亦 有 
(bXxe)'(bxa)=sina.sinc cos B 
{cxa)'(bxe)=sinb'sinacosC. ' 
球面 三 角 余 于 定律 ， 对 于 任 给 球面 三 角形 人 43C ,其 三 
边 o.5.c 和 三 角 4 .了 .C 之 间 生 满足 下 述 函数 关系 ， 
cosa=cosb cosctsind sinc cos 4 
(9) [ee 0=cosacos ct+sinasinccos B 
cos c 一 cosacosb 十 sin asin bcosC. 
[证 时 ] 上 述 三 个 等 式 中 ,如 能 证 明 其 中 之 一 , 则 其 他 二 等 
起 只 要 把 4 、B,C 和 4,5b、a 加 以 轮换 凤 得 
利 出 第 习题 五 的 结果 ; 即 得 
sinc'sinb:cos A=(axb)-(axey 


， 102 上 


lae be 


t 


| 。。 be 
I COSC 


cosb cosa 
= Cc05 4— COSb COs 6, 
亦 即 
cos a=co sb cos c+sinb sinc cos A. 
宗 面 三 角 正弦 定律 :对 于 任 给 球面 三 角形 人 4BC, 有 
sinA_ sinB,_ sinC 
Q0) sina sinb sinc“ 
[证 胡 ] 轨 为 上 述 三 个 比值 都 是 正 的, 所 以 我 们 只 要 证 明 
sina simb sinzc 
己 成 立 旋 驶 了， 钢 证 明 如 下 : 
由 前 述 你 弦 定 理 , 即 得 
sinA L 
(11) sinza sin’ asin: b sin’c 
x {sin’b sin: c—{(cos a—cos b cosc)’} 
oe 1 
sin’ a sini b sin’e 
x{1 一 [cos’a+cos’ b+ecos’cj] 十 
十 2cos ocosb cosc}. 
因为 上 武信 右 端 是 9,5、c 的 一 个 对 称 函 数 ,所 以 就 有 


mB simC 
20 siniec 


Sin2d 
Sin ec 


一 (sin esin2zbsinzc71 


义 科 十 2 cosdeosbcosec 一 c0S2 0 一 


一 cos2p 一 coszc。 
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这 就 证 明了 


Sin4 sinB_ sinC 


sing sing sinc 
有 了 球面 三 角 的 正弦 定律 和 余弦 定律 ， 可 以 说 球面 主角 的 
大 局 已 定 ， 球 画 几 何 中 最 基本 的 国 形 一 一 球面 三 角形 的 唯 -性 
〔 即 各 种 恒 等 条 件 ) 已 经 完全 转化 成 有 效能 算 的 角 边 函数 关系 - 
然而 ,在 实际 使 用 对 ， 考虑 到 所 给 条 件 的 各 种 不 同 场合 以 及 计算 
上 内 经 济 和 方便 ,我 们 常常 需要 不 同形 式 的 球面 三 角 公 式 ,这 些 
公式 本 质 上 莉 能 以 正弦 定律 和 余 获 定律 加 以 变换 而 得 到 . 
[分 析 ] 前 面 通 过 研究 极 对 偶 三 角形 的 关系 我 们 证 明了 球 
面 几何 中 畦 有 的 们 等 条 件 (a. a, 0)。 因此， 在 球面 世贸 中 应 该 
有 着 反映 这 一 Ws 划 等 条 件 的 明显 可 见 的 三 角 公 式 ， 它 的 导出 
自然 可 借助 于 命 
衣 的 人 玉江， 计 于 任 给 球面 三 角形 从 ABC, 其 三 边 
0.6.c 和 三 角 4. B.C 之 间 相 满足 下 述 浮 数 关系 : 
¢os A=—cos Beos C+sin BsinC cosoa, 
(12) [= B=—eos Acos C+sin AsinCcosb, 
cosC=~cos Acos B+sin A sin Beosce. 
[证 明 ] 由 极 对 偶 三 角形 入 4'B'C' 的 余 纺 定律: 
COs a*—cos b* cos c#+sin b* sin c* cOs 4*, 
利用 合 题 2, 即 用 {4) 式 将 A4BC 中 相应 的 元 素 代 入 了 上 式 ， 
即 有 
cos (nr—A)=cos(r—B)cos(r—C)+ 
十 sin (一 吾 ) sin (天 一 C) eos (一 0]， 
乘 以 一 1, 化 莘 得 
cos A=~—cos BeosCt+ sinBsinCeosa, 
轮换 字母 4, 8.C 机 4、4,¢ 邯 得 其 他 汪 等 式 ， 
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[分 析 ] 若 善 正 防 定律 和 余弦 定 圳 这 个 “样子 我 们 已 经 
登 上 了 妹 商 三 角形 的 束 量 民 而 ， 在 这 面 二 我 们 涉 能 驻 步 不 
前 , 而 鉴 企 求 在 不 间 方 向 上 继续 开拓 ,也 就 是 说 ， 发 对 出 在 
实用 上 中 方便 的 更 易于 计算 的 不 同形 式 的 球面 三 角 公 式 ， 初步 
而 自然 的 想法 古 推导 出 一 些 便于 对 数 计算 的 公式 .显然 , 在 这 
里 可 以 充分 利用 三 角 函 数 的 有 关公 式 , 特别 是 和 差 化 积 公式 ， 
下 面 我 们 以 指导 半角 的 正弦 公式 为 例 说 明 这 种 做 法 . 

从 平面 三 角 知 道 ， 


cos A=1—2 sin’ 和 


cos (b—c)=cos b cosc+sinb sinc， 
律 , 则 得 
yen bin c= 
2 sin 人 sin bsin c 一 cos (9 一) 一 so8 0， 


再 利用 知 差 化 积 公 式 , 即 存 


全 入 余弦 守 


si 二 (Tsin 二 (ee 
sin’ 全 一 - ee 


2 sinb sinc 
用 2 表 球面 三 角形 三 边 的 和 ,就 有 ， 
G 十 5 十 c 一 23，a 十 5 一 “一 2 一 2c，a 十 c 一 5 一 23 一 28. 
代入 前 式 化 简 , 并 轮换 字母 4，B8、C 和 a, 5、c， 我 们 就 得 到 
半角 正弦 公式 ， 
sin4 = St sintse). 


sinb sine 


。 in (s 一 G) sin (3 一 
413》 te 
2 Sina sinc 


CGC f ' sin (3— sin ($s—0) sin(s—6) 
=y > 


sin 一 
2 sinasinb 
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用 类 似 的 方法 可 以 推导 出 
半角 余弦 公式 : 
os = NETEESTTG a) 


gy sin ssin(s—b) 
(14) 5 Sin a sin < 


s C= VsinG- 的 ssin(s—c) 
sin ssinb 
和 ”学 角 正切 公式 : 


Tr] 


tg4 
2 Vsinssin(s—o) 
2 
2 


na 


一 /sinks 一 9j) sin (0s 一 2) 
Vsinssinfs 一 5) 
C= / sin (s—a)sin Cs 一 0) 
2 YY sinssin(ls—ce) “ 
读者 试 自 证 之 ， 
[ 注 ] 利用 极 对 偶 三 角形 的 命题 ， 可 以 从 上 述 公式 推导 出 
相应 的 半边 正弦 , 半边 余弦 和 半边 正切 公式 。 


第 三 节 ”球面 的 度量 微分 形式 


在 前 面 两 节 中 ， 我 们 研究 对 球面 上 最 基本 的 几何 对 象 ， 大 
图 攻 ( 球 面 凡 何 中 的 “直线 ") 和 球面 三 角形 (球面 上 “直线 段 " 转 
成 的 三 角形 ), 在 此 基础 了, 就 可 以 儿 用 微 积 分 的 工具 对 更 平 富 
的 几何 对 象 ， 曲 线 ( 非 大 贺 弧 者 ) ,曲线 三 角形 (出 线段 狠 成 的 三 
角形 者 ) 等 展开 研究 .为 此 ,让 我 们 参照 平面 和 空间 中 对 曲线 和 
图 形 的 研究 作 -~ 些 分 析 , 
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[分 析 ] (i) 首先 要 将 球面 任 标 化 ,也 就 是 建立 球面 上 合 
适 的 于 标 系 ， 由 手球 面 关于 大 网 强 的 反射 对 称 性 是 球面 最 基本 
的 对 称 性 ， 前 旦 球 还 关于 其 上 任意 
一 点 都 是 旋转 对 称 的 , 因此 , 稍 加 分 
机 易 看 到 选用 * 极 坐标 系 " 是 合 
适 的 ， 也 就 是 涪 , 任 选 一 点 O 为 基 
点 ,并 且 在 过 O 点 的 天 萄 中 任 取 一 
个 半 大 贺 0AS 为 基准 线 , 对 于 球 
面 上 给 定点 忆 , 以 大 圆 弧 OP 的 长 
度 + 和 从 OA 到 OP 的 转角 8 作为 
已 点 的 航 是 标 (7， 6), 如 图 4-6 所 “ 
示 . 这 样 , 球 面 上 的 点 就 表示 为 一 对 B46 
实数 (r,0), 而 球面 就 是 这 种 实数 对 的 集合 {(7, 0)}. 

《证 ) 曲线 的 长 度 是 最 基本 的 几何 量 ， 在 极 些 标 下 ,一 条 球 
面 曲 线 可 用 参数 形式 表示 为 

T={ PO)=(r(), 90D), ate), 

为 了 求 出 厂 的 弧 长 , 我 们 可 以 将 厂 充 分 细 分 , 然后 用 “以 直 代 
上 申 "的 方 尖 求 出 缴 发 元 素 的 微分 表达 式 ds ,将 ds 从 4 到 上 8 积分 
起 来 就 得 到 产 的 弧 长 ， 

( 填 ) 因此 , 弧 长 元 素 的 微分 表达 式 是 起 决定 作用 的 几何 量 
( 政 玫 平面 {(z，y 外 中 的 几何 可 由 其 弧 长 元 素 的 微分 表 运 式 
ds 一 4 二 qd 唯一 决定 !)， 球面 上 曲线 瑟 的 必 长 元 索 的 微 
分 ds=PiP: (图 4-7)( 以 前 代 曲 ) ,於是 ,不 难得 出 

ds*=dr:+(sinr )'do, 


而 
上 
产 的 生长 =| d= tsin: rH dt. 
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所 


TOPiridr. 0+d0) 


5 
图 4-7 


《iv) 再 者 , 污 者 不 难 求 出 在 模 坐 标 (r, 8) 下 ,网 开平 面 的 
陶 长 元 素 的 微分 表达 式 为 ds: 一 cdb， 它 与 球面 的 强 长 
元 素 的 微分 表达 式 是 不 同 的 ,反映 了 这 两 种 几何 的 差异 ， 其 实 ， 
在 一 个 二 维 空间 {(r，0)} 中 给 定 了 一 个 弧 长 元 素 的 微分 表示 
式 , 也 就 决定 了 一 种 几何 ， 这 个 微分 霄 达 式 称 为 度量 散 分 形式 . 
在 第 六 章 中 , 我 们 将 用 这 种 观点 统一 处 再 驳 氏 ,球面 和 非 欧 这 三 
种 古典 几何 , 


习 题 


1。 试 推导 半径 为 + 的 球面 上 关于 球 两 三 角形 的 三 个 内 
角 和 的 公式， 并 由 此 说 明 在 地 球 表 面 的 小 范围 内 三 角形 的 三 
内 角 之 和 等 于 xx. 
2. 在 球面 入 角 形 翁 ABC 中 , 设 &8,5,c 是 边 长 , 试 证 ， 
acbt+e, bate, cuts, G 十 5 十 c<C2r。 
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i 作 球 而 六 骨 形 和 Ad. 有.C 店 , 设 三 内 角 为 民工 一至， 


Te<L 4 十 一 日 十 CC<3r， 
趟 球面 三 角形 的 内 角 满 足 不 笔 式 
4 十 人 B 一 ~ 人 C<r， 4 一 BCLCSm， 
BTALC 一 4<r， 

5 在 半径 为 10 的 球面 上 有 一 个 球 而 三 角形 人 4 8C， 
已 知 三 边 的 长 4B8=2, BC=4A3 4C= 一 3, 求 它 的 三 个 内 角 ， 

56. 试 证 ， 球 面 三 角形 与 它 的 极 三 角形 重合 的 充 要 条 件 
是 它 的 三 个 内 角 都 十 直角. 

7 了. 试 说 明 在 地 球 表面 的 个 范围 内 成 立 平面 立 角 中 的 余 
该 定理 利 正 纺 定 理 。 

8 在 平 晤 几何 中 ,一 个 熟知 的 事实 是 A4BC 的 三 个 
} 其 内 心 ， 设 其 肉 轨 加 半径 为 +r， 


sats 十 c)， 


起 证 ， 
1) 人 48C 的 证 各 =v s(swa)(s6)(s 一 6) ， 


OGD 
s 


A /Cs 一 全 -9)， cos d= 9， 


2) sin 仿 


试 将 上 述 乎 条 实 和 球面 三 角 的 半角 公式 进行 比较 和 
分 析 ， 

3. 二 4,B 为 地 球 上 两 点 ， 它 们 的 经 、 缔 度 分 别 为 
《Pa 和) os in) 求 4, 旦 之 间 的 距离 (假设 地 球 半径 为 
RD). 
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第 五 瘟 平行 公设 的 探讨 与 
非 欧 几何 学 的 发 现 


第 一 节 简 史 


在 欧 几 里 德 所 着 的 《几何 原本 》 一 书 中 , 共 提 出 了 五 条 公 没 ， 
其 第 五 公设 是 ， 

在 平面 上 的 两 条 直线 li, [a 车 和 第 三 条 直线 1 相交 ,而 其 
同 钢 内 角 之 和 小 于 一 平角 , 则 忆 ， 丰 担 交 于 太 该 钢 之 一 点 。 


2 十 人 < 平角 


利用 第 五 公设 , 欧 几 里 德 证 明了 过 直线 1 的 线 外 一 点 卫 , 有 
叭 一 的 一 条 和 1 共 面 不 交 的 直线 ， 他 把 共 面 而 不 相交 的 直线 称 
为 平行 线 。 因 此 ,第 五 公设 也 称 平 行 公设 ,而 划 再 进而 证 明了 其 
他 咨 多 基本 定理 ,如 三 角形 “内 角 和 ” 己 等 于 一 平角 以 及 相似 三 
角形 定理 等 等 

但 是 ,两 二 多 年 来 ,许多 几何 学 家 认为 第 五 公设 的 陈述 辽 于 
复杂 ,而 且 对 于 上 述 平行 公 没 的 "不 证 自明 "感到 不 自在 ,有 很 多 
几何 学 家 更 穷 毕 生 之 力 ,不 断 地 试图 对 它 提出 一 个 仅仅 依赖 于 
其 他 公理 艾 “ 让 明 "。 为 什么 记忆 代 代 的 儿 信 学 家 对 于 了 欧 氏 体系 
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的 其 他 公理 都 欣然 搂 受 ， 认 为 都 是 "不 证 衣 明 ”, 终 容 置疑 的 ;但 
是 唯 独 对 于 "平行 公设 ”, 却 又 私 终 巧 到 不 自在 ,务必 证 之 而 后 快 
呢 ? 归根 究 底 ， 其 实 乃 是 当时 对 于 平行 公设 的 真正 几何 内 酒 和 
公理 化 方法 论 的 本 质 不 够 了 解 的 缘故 . 

两 二 多 年 米 ， 许 多 几何 学 家 用 不 同 的 方法 试图 证 明 第 五 公 
设 ,可 是 都 失 下 了， 轩 为 在 他 们 的 每 一 个 所 谓 “ 证 明 " 中 ,都 自觉 
或 不 自觉 .或 明 或 暗 地 引 进 了 一 个 新 的 假定 ,而 每 一 个 新 假定 都 
是 等 价 于 第 五 公设 的 ，( 与 第 五 公设 等 价 的 命题 是 指 , 在 某 组 公 
还 基础 上 加 上 第 五 公设 可 以 推导 出 这 一 命题 ;反之 ,在 此 组 公理 
基础 上 加 上 这 个 命题 也 可 以 推导 出 第 五 公设 .) 所 以 本 质 上 上 他们 
并 没有 证 明 第 五 公设 ,只 是 在 整个 公理 体系 中 ,把 第 五 公设 用 其 
等 价 命题 来 替代 妥 了 . 

到 十 七 .十 八 世 纪 ， 许 多 数学 家 ， 如 : 意大利 的 Saccheri 
(1667 一 1773), 瑞士 的 Lambert(1728 一 1777)、 法国 的 Lag- 
range (1736 一 1813) 和 Legendre (1752 一 1833)、 匈 牙 济 的 
W. Bolyai (1775 一 1856) 等 ,为 了 斌 证 平行 公设 而 对 于 它 的 几 
何 内 涵 ,各 自 部 从 正 反 两 面 散 了 深入 的 研讨 。 首先 ,他 们 不 用 前 
人 尝试 过 的 直接 证 法 ,而 改 用 反 证 法 , 即 从 第 五 公设 不 成 立 的 情 
况 着 手 ， 追 究 它 能 否 得 出 与 已 知 定理 相 巴 盾 的 结果 ? 如 果 得 不 
出 , 它 又 会 产生 怎样 的 事实 ?实际 上 ,这 样 的 思想 方法 已 开采 了 
一 条 通 向 非 吹 凡人 各 的 道路 。 并 卫 他 们 已 得 出 了 许多 耐 人 寻 妹 的 
事实 ， 而 这 些 事实 正 是 从 第 五 公设 不 成 立 这 一 假定 下 推导 出 来 
的 。 这 恰恰 就 是 非 网 几何 学 中 的 定理 ， 

例如 ，Lambert 就 认识 到 ,假如 平行 公理 不 成 立 的 话 ， 三 
期 形 的 "内 汲 和 "就 小 证 平 朋 他 把 平角 与 "内 角 和 "的 莽 叫 做 这 
个 三 角形 的 角 亏 .他 证 明了 三 角形 鸡 面 积 与 角 蕊 成 比例 .( 参 
阅 第 六 章 定 理 6. 4 推论 2) 同时 ，Larmbert 又 得 出 ,在 这 种 情 
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形 下 , 不 仅 角 有 普 绝 对 单位 (直角 ), 而 且 长 度 也 要 有 绝对 单位 ， 
引 空 间 存 车 着 一 个 不 依赖 于 单位 选取 的 绝对 度 景 . 瑟 旦 他 还 说 
过 这 么 一 段 颜 有 的 话 :“ 从 这 里 我 儿 平 可 以 准 断 ， 平行 公 现 
不 成 立 的 阳 种 几何 应 该 可 以 发 生 在 灶 径 是 坦 数 的 球面 上 !〈 参 
岗 第 六 章 的 习题 5. ) 

再 者 ，Lagrange 发 现 空间 中 和 定点 的 距离 取 定 值 所 构成 
约 球面 上 ,其 球 画 三 角形 定律 的 证 明 可 以 完全 不 依赖 平行 公设 ! 
《参阅 第 六 章 定理 6. 4 后 的 注 ,}》 

Legendre 证 有 明了 以 下 重要 结 东 : 苦 有 一 个 三 角形 的 内 角 
和 是 平角 , 则 一 - 切 三 角形 的 内 角 和 都 是 平角 ; 若 有 一 个 三 角形 的 
内 角 和 小 于 平角 ， 兄 一切 三 角形 的 内 骨 和 都 小 于 平角 。 并 且 他 
义 证 明了 在 存在 不 同 大 小 的 相似 三 角形 的 假设 下 ， 可 以 证 明 第 
五 公设 ， 这 些 结 论 的 发 现 ， 对 第 五 公设 的 本 质 的 认识 深入 了 一 
大 步 . 

大 体 说 来 ， 到 了 十 丸 世纪 ， 德 国 数学 家 Gauss (1777 一 
1855), Schweikart (1780—1859) 和 Taurinus (1794—1874) 
等 人 都 从 对 于 平行 公设 试 证 的 一 再 秋 败 中 ， 承 认 了 第 二 公设 是 
不 可 能 证 明 的 , 亦 即 它 与 其 它 公理 不 相依 于， 同时 他 们 对 于 “ 反 
平行 公设 "的 不 断 深 入 试探 ,已 逐渐 预感 到 一 种 新 几何 体系 一 一 
最 初 称 为 反 欧 几何 ， (anti-Euclidean geometry), 后 来 称 为 
非 欧 几何 一 一 存 容 的 可 能 性 他们 还 都 各 别 开 始 对 于 这 种 “ 候 
想 " 的 几何 体系 中 所 应 有 的 基本 特点 获得 了 一 头 列 重 要 的 了 解 ， 
但 是 Gauss 关于 非 欧 几何 的 信件 与 笔记 在 他 生前 一 直 没 有 
公开 发 表 , 只 是 在 1855 年 他 去 型 之 后 出 版 时 , 才 引 起 人 们 的 注 
意 ， 


Gauss 和 Schweikart 都 发 现在 假想 的 非 殉 体系 中 ,三角 
形 的 面积 有 着 一 个 绝对 的 上 失 ; 灶 径 为 了 的 圆周 长 应 该 是 
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zh er gre), 

荆 由 天 是 空间 的 一 个 绝对 常数 ，Taurinus 由 将 Lambert 的 
利 法 加以 发 展 ， 有 系统 地 的 非 欧 几何 中 所 应 有 的 于 
多 公式 . 十 欧 氏 几何 学 数 干 年 的 节 昧 性 的 全 线 罕 破 与 非 
欧 几 何 体系 的 企 肌 榨 计 ,于 有待 耶 鲁 牙 利 的 了 Bolyai(1802 一 
1860 ) 和 皆 国 的 Jio6adeacxH (1793 一 1856) 各 别 在 1830 年 
前 后 发 表 的 划时代 的 著作 . 

J，Bolyai 和 几 io6aveacgri 是 十 九 世 纪 初 期 数学 界 的 年 
青 新 秀 , 他 们 都 早 在 1820 年 代 就 致力 于 “平行 公设 "这 个 困惑 几 
何 学 界 .F 下 什 的 蔚 同 题 的 探讨 ;也 都 在 1825 年 前 后 各 自 独立 地 
从 试 证 平行 公设 的 类 政 经 验 中 , 体验 到 现在 叫做 “ 非 欧 几 笨 ” 的 
这 种 新 体系 的 存在 的 可 能 性 ， 他 们 的 钢 人 而 不 舍 和 勇于 创新 的 治 
学 精神 与 精 刻 深入 的 研究 工作 , 终于 使 他 们 有 可 能 各 自在 1830 
年 前 后 发 表 了 划时代 的 举 作 ， 突 候 了 欧 氏 几何 体系 数 于 年 来 在 
人 类 的 空间 概念 .上 的 可 断 性 ,为 人 类 的 理性 文明 开创 了 新 局 面 ， 

J ,Bolyai 的 重要 著作 是 作为 附录 形式 附 于 他 父亲 W. 
Boiyai 的 一 本 书 中 的 ， 此 附 孙 于 1832 年 正式 出 版 ，J, Bolyai 
把 他 的 重大 创 中 精炼 地 写成 仅仅 数 十 页 的 短文 , 题 为 《绝对 空间 
的 科学 》 他 把 这 种 几何 学 称 为 “绝对 几何 学 (绝对 几何 学 的 公 
漂 体 系 就 是 欧 氏 几 何 的 公理 体系 中 除去 了 欧 氏 平行 公理 .) J， 
Bolyai 精 胖 地 分 析 了 绝对 几何 学 的 公理 体系 的 逻辑 推论 ,建立 
起 一 系列 深刻 的 定理 ， 它 们 显然 村 于 欧 氏 几何 和 非 网 几何 同样 
幅 立 ， 他 所 证 明 的 绝对 几何 正 强 定律 典 称 一 绝 . 

在 欧 氏 , 非 欧 与 球面 这 三 种 几何 中 的 任 给 三 角形 入 4BC， 
下 述 Bolyai 正 荡 定 律 部 普遍 成 立 ， 


J113， 


其 中 4,b,c 分 剂 是 A, B,C 的 对 边 边 长 ; 罗 4,@6,@e, 则 
分 别 是 以 a, b,c 为 半径 的 圆周 局 长 (在 第 六 章 中 给 则 上 述 定律 
的 统一 证 明 )， 上述 定 律 在 研究 欧 氏 、 非 欧 与 球面 三 种 几 铭 学 上 

JIo6auenckuii 在 1826 年 2 月 于 客 山 大 学 数理 系 的 一 次 
会 议 上 鹤 读 了 题 为 《关于 几何 原理 的 议论 》 的 报告 ,第 一 次 提出 
了 他 关于 非 欧 几何 的 思想 ，1829 年 ,他 正式 发 表 了 题 为 《 论 几 
何 学 基础 3 的 论文 ， 以 后 他 又 发 表 了 题 为 《4 具有 平行 的 完全 理论 
的 几何 新 基础 》 等 多 篇 著作 ,论述 他 关于 平行 公设 的 研讨 和 他 对 
于 新 创立 的 几何 体系 的 探索 . 

JIo6adeacKaia 所 新 创 的 几何 体系 中 具有 关键 性 的 要 点 是 
FE 欧 几 徊 中 的 三 角 学 ， 因 为 他 充分 兴 识 到 ， 只 要 能 够 掌握 这 种 
新 创立 的 几何 中 一 个 任意 三 角形 的 边 角 关系 ,就 可 以 因此 建立 
直 这 种 空间 的 解析 几何 学 ， 并 把 这 种 新 的 几何 体系 的 种 种 问题 
有 效 翅 归结 于 分 析 学 的 计算 米 加 以 解答 ， 所 以 ， 当 他 成 功 地 建 
立 了 非 欧 岂 何 体系 中 所 应 有 的 基本 三 角 定 理 与 公式 之 后 ,他 就 
说 从 此 不 难 推 断 这 种 新 几 向 体系 的 合理 性 ， 亦 即 存 在 性 或 相 容 
性 ,因为 那 是 容易 用 分 析 学 加 以 论证 的 , 
总 之 , J.Bolyai 和 JIo5aqeacggE 成 功 地 建立 了 “ 非 | 欧 几 
何 三 角 学 " ,从 而 肯定 了 非 欧 几 何 体 系 的 存在 性 . 
但 是 , Bolyai 和 Jo6aseackz 所 创立 的 非 欧 几何 的 意 
义 并 没有 被 当时 人 们 所 认识 。 新 几何 的 肖 认 是 在 其 创造 者 死 后 
才 到 来 的 。 意 大 利 数学 家 Beltrami 在 1866 年 的 论著 《 非 欧 几 
何 解 倒 的 尝试 》 一 文中 ,证 明了 非 哆 平面 几何 (局 部 ) 实 现 于 普通 
网 氏 空 间 里 ， 作 为 某 宏 曲面 一 一 负 常 数 的 Gauss 曲率 的 曲面 
一 一 上 的 内 在 几何 ， 这 样 ， 非 欧 几 何 的 相 窜 性 问题 与 欧 氏 几何 
相 容 性 的 事实 就 一 样 清晰 明了 ，、 后 来 德国 的 Riein 在 1871 年 
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首次 认识 到 从 身影 几何 中 推导 出 度 晤 几何 ， 并 建立 了 非 欧 平面 
几何 (整体 ) 的 模型 ， 这 样 , 非 欢 元 何 相 容 性 问题 就 归结 为 欧 氏 
儿 何 的 机 容 性 问题 ， 这些 结果 最 终 使 非 欧 几 何 获得 了 应 得 的 承 
这. 

什么 是 非 歇 几何 体系 呢 ? 简要 地 说 ， 那 就 是 除了 不 满足 前 
述 的 “平行 公 玻 "之 外 ,和 当 氏 几 条 体系 同 祥 地 其 有 所 有 其 他 的 
各 条 公理 的 那 种 几何 体系 ， 因 为 在 非 欧 几 何 中 欧 氏 平行 公设 不 
成 立 ， 换 言 之 ,在 平 两 上 过 直线 1 外 定点 已. 至少 有 了 两 条 喜 线 与 
1 不 相交 ,那么 易 知 过 已 点 有 无 穷 多 条 直线 部 是 和 i! 不 柱 交 的 . 
如 图 5-2 所 示 ， 这 些 过 P 点 与 1 不 祖 交 的 无 穷 多 条 线 中 必 有 两 
条 界线 ,而 其 他 过 与 1 线 的 “不 交 线 " 都 在 这 两 条 界线 之 间 ， 
这 两 条 界线 分 别 叫做 过 了 点 对 于 1 的" 在. 右 平行 线 "( 人 参阅 第 六 
章 8 27， 换 名 话说 , 非 属 几何 体系 和 欧 氏 几何 体系 相 比 可 以 说 
是 大 同 小 异 ， 它 们 唯一 不 同 之 点 就 是 在 共 面 不 交 线 这 一 方面 
前 者 如 图 5-2 所 示 , 过 定点 和 定 线 [ 共 面 不 交 线 有 无 穷 多 条 , 而 
后 者 则 由 其 平行 公设 可 知 , 过 定点 和 定 线 1 共 面 的 不 交 线 只 有 
一 条 . 


不 交 线 


志平 行 绕 右 下行 钞 


T 
图 5-2 
对 于 这 样 兹 非 欧 几何 体系 ， 很 自然 地 要 间 下 述 两 个 基本 问 
题 ， 
《ii )》 存在 性 问题 ， 象 上 述 访 种 非 欧 几何 体系 是 再 存在 ? 
从 公理 化 的 方法 论 来 探讨 ， 那 就 是 非 欢 几何 体系 的 整个 公理 体 
系 是 天 是 有 辑 上 相 容 的 ( 即 徙 此 不 可 能 产生 自 要 矛盾 的 结果 )? 
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《ii 酸 一 性 向 题 ， 如 何 能 唯一 她 确定 一 个 非 欧 几 何 体系 ? 
明确 地 说 ,也 就 症 权 研究 非 欧 几何 罕 间 的 结构 ,从 而 确立 两 个 非 
欧 几 何 空 间 互 相同 构 鸣 每 件 ,( 尖 个 空间 之 天 若 存 在 一 个 一 对 
一 的 保 长 哄 介 ,由 9.) 

J.Balyai 相 JJeodauepcgud 的 重大 贡献 就 是 他 们 备 得 独立 
地 解答 了 上 述 两 个 基本 问题， 


第 二 节 ”对 于 平行 公设 的 一 些 数理 分 析 


在 本 上 质 上 ,一 种 儿 何 体系 就 是 宏 疗 交 一 种 数理 模型 ,说 得 相 
实 , 简明 些 , 那 就 是 人 类 把 对 于 其 所 生存 的 空间 , 将 各 种 由 实验 
分 析 , 综合 归纳 所 获得 的 知识 , 再 经 过 干 锤 育 炼 , 精益 求 精 地 加 
以 抽象 化 .系统 化 ,从 而 创造 出 来 的 抽象 数学 模型 ， 它 是 我 们 用 
来 认识 几何 问题 ,解决 几何 问题 的 有 效 工具 ,再 者 ,一 个 儿 何 体 
系 的 “公理 司 系 " 也 就 是 它 的 一 组 特征 性 质 。 例 如 ，Hilbert 分 
析 ,综合 了 欧 氏 几何 , 提出 了 关 牙 .次序 , 合同、 平行 和 连续 这 五 
组 公理 体系 ( 见 第 二 这 第 三 节 )， 这 个 “公理 体系 ”可 以 充分 说 明 
欧 氏 几何 的 特征 性 质 , 换 句 话说 ,我 们 可 以 用 它 作为 欧 氏 几何 冯 
猎 推 导 的 基础 ， 它 也 提供 了 下 氏 几 何 的 一 种 简明 扼要 的 描述 . 
从 方法 沦 的 观点 来 看 ， 一 个 数理 模型 本 身 的 存在 性 也 就 是 它 的 
合理 性 ， 在 用 它 来 解决 问题 时 。 则 要 检验 它 的 合用 性 与 切实 
性 . 

欧 氏 几何 体系 与 非 欧 几何 体系 只 是 两 种 大 同 小 异 的 空间 模 
型 ; 两 着 有 相同 的 关联 , 次序, 合同 和 连续 这 四 组 公理 ， 它 们 只 
有 一 条 公理 , 即 平行 公理 不 同 , 币 其 他 公 旦 都 是 相同 的 ， 如 果 以 
BY' 表示 那些 共同 的 公理 构成 的 集合 (假如 我 们 采用 Hilbert 公 
理 体系 , 才 林 sz' 就 包含 关联 、 次序, 台 同 与 连续 这 匹 组 公 旦 )， 
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以 /i 各 未 次 氏 几 和 何 的 平行 公理 ,而 以 /表示 非 网 几何 的 平行 
公 再 , 捧 体 好 说: 

Ap; 设 间 是 任 - 直 乒 , 4 是 @ 外 的 任 一 点 ,在 和 过 所 凑 
定 的 平 男 上 ,至 多 有 一 东 直 线 通过 ,而且 不 和 相交. 

/Vr 设 4 丸 性 一 直线 , 4 是 4 外 的 任 一 点 ,在 9 和 内 断 决 
定 的 平面 上 ,至少 有 二 祭 直 线 通 过 A ,而 且 不 和 0 相交 .* 那 末 

(CD { 坎 氏 公理 体系 .ga Ufa} 

非 哆 公理 体系 ww 一 wz UN 

因为 wz 和 /内 是 显然 不 相 容 的 ,所 以 菲 欧 公理 的 合理 性 (在 第 六 
章 中 吉 以 让 明 ##) 也 就 直截了当 地 作 册 了 回答 ， As 不 可 能 是 sz” 
的 逻辑 推论 ! 这 也 喜 说 上 明了， 为 付 么 两 二 年 里 试 证 “26 =Ae 
的 努力 是 注定 要 失败 的 ! 

敬 氏 才 何 体系 的 各 秘 竹 质 ,对 于 As 的 逻 莫 关系 来 说 可 以 分 
成 如 下 两 类 ， 

第 一 类 是 那 种 可 慷 只 用 wz" 中 的 公理 就 能 加 以 推导 的 性 质 ， 
这 类 性 质 显然 都 是 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 记 共 同 具有 的 ， 我 们 把 
仅 由 .作为 其 公 还 体系 的 几何 称 为 绝对 几何 .因此 绝对 史 何 
就 是 欧 氏 几何 与 非 欧 几何 的 共同 部 分 . 

第 二 类 是 那 种 只 在 欧 氏 几何 中 成 立 ， 丽 在 非 欧 几 何 中 不 成 
立 的 性 质 ,它们 显然 是 依赖 于 ja 的 ! 这 些 性 质 或 命题 在 0 的 
基础 上 必然 是 与 Asa 等 价 的 ( 参 虱 第 六 章 ).。 

下 面 就 是 对 某 些 基本 性 质 和 A 之 阅 的 这 辑 闫 系 所 作 的 分 
析 ,它们 在 非 欧 几何 学 的 发 现 过 程 中 检 演 了 重要 的 角色 . 

首先 我 们 讨论 有 关 第 一 类 性 质 的 基本 命题 ， 亦 即 是 质 于 绝 
对 几何 中 的 命题 ， 


和 As 天 /这 第 公 更 可 以 关 量 , 即 对 其 条 直线 上 及 某 -点 不 存 即 可 。 
各 虽 根 究 序 , 我 们 是 亲王 外 然 数 学 的 会 理 福 加 出 论证 的 、 


”217 


调 1 w' 一 > 过 直线 ! 外 的 定点 已 , 至 少 存在 一 条 和 1/ 共 
庆 的 不 交 线 . 


上 5-3 


[证 明 ] 如 图 5-3 所 示 , 在 /上任 取 一 和 点 ,连结 PQ, 再 
在 1 和 点 记 定 的 平面 上 作 直 线 I, 使 得 同位 角 人 1 二 人 2， 则 
{和 不 可 能 相交 ， 假 车 不 然 , 设 11, 1 相交 于 直线 PQ 的 某 侧 
的 4 点 , 则 可 在 其 另 一 铅 的 有 上 取 一 点 A', 使 每 了 4 和 QA4 
等 长 ， 由 假设 , APQ4 和 AQP4' 的 两 边 一 夹 角 对 应 相等 ， 
即 


所 以 
因此 


QA=PA’, PO=QP, LAL2= /A1=2, 
APQASAQPA’, LQPA=LPQA’, 


LAQP+ALAPQA=LAPQ+LQPA'= 平 角 ， 
这 就 证 明了 4 也 在 直线 1 上 , 亦 即 二 和 五 查 交 于 4, 4' 这样 

两 点 .这 显然 是 不 可 能 的 ,所 以 11, 1 是 不 可 能 相交 的 ， 
例 2 ox’ 一 > 任 给 三 角形 的 内 

角 和 不 大 于 一 平角 . 

[证 明 ] 设 A4BC 的 三 个 内 
角 中 以 人 .4 为 最 小 ,如 图 5-4 所 示 ， 
取 ~4 的 对 边 中 点 卫 , 连结 4DD 并 
图 5-4 延长 一 倍 得 4B:， 再 联结 BC， 由 
作 网 不 难看 出 人 4DB 各 入 BiDC 是 全 等 的 , 所 以 人 2= 人 人 2， 
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AAA3= -人 3 名 得 一 新 三 角形 人 4B.C, 它 的 两 个 内 角 之 和 
(2) LltA2= Ll+A2 一 人 4. 
如 | 从 我 们 假设 CI 入 2 2, 则 人 1 显然 是 A4B:C 中 的 最 小 内 
骨 , 天 由 (2) 式 知 
LI< 二 24， 


同时 全 4B1C 的 三 个 内 角 之 和 则 与 原先 的 人 4BC 的 内 角 之 和 
相等 , 即 
(9) {SAA tA tA 
=AA+LB+LC. 

我 们 对 人 4B1C 同样 选取 最 小 内 外， 进行 上 述 作 图 而 得 一 新 三 
角形, 其 三 内 角 之 和 一 直 保 振 不 变 , 但 是 它 的 一 个 最 小 内 人 角 则 小 
村 或 等 于 前 者 的 最 小 内 角 之 于， 这 样 经 过 玫 次 作 图 所 得 的 新 三 
角形 , 设 为 人 A,B,Cs, 它 的 一 个 最 小 内 角 4。 必 有 


(LASTLhrrS 二 LA4. 


且 人 和 4,5,C。 的 三 内 角 之 和 不 变 , 即 
(5) LArtLBst+LCs=LA+LB+LC. 
下 面 我 们 用 上 反 证 法 来 证 明 么 4 十 入 B 十 LC 志 n (平角 ), 假 
谈 <4 十 CBAG>z， 那 么 可 令 
LA+LB+/AC=5#+e, 


其 中 。 表示 某 个 朋 . 因此 总 存在 适当 大 的 由 使 -< L4<e， 


35 
十 上 述 方法 作出 一 个 三 角形 A 4,B。C,, 便 成 立 
LArt LBst LCs= LA+LB+ALC=r+e, 


且 
LA < LALe, 
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车 此 得 到 
Bo 十 Cr ( 平 有 ) 或 人 Bo>r 一 < 人 Cn 


这 与 "三 角形 中 一 个 外 角 , 大 于 其 任 一 不 相 邻 的 内 角 ” 这 全 外 角 
定理 的 结论 矛 后 ,注意 ,上 述 外 角 定 理 可 以 由 ww 导出.》 


奈 空 司 中 和 定点 的 点 离 取 定 值 的 点 集 构成 该 空间 中 的 一 个 
球 画 、 光 ' 一 > 空间 关于 任 给 妆 面 成 反射 对 称 ,所 以 .2 "一 窑 
癌 中 的 球面 关于 任何 过 其 球 心 的 平面 成 反射 对 称 ， 这 就 说 明了 
球面 关 寺 其 上 的 任 一 大 圆 皆 成 反射 碟 称 . 在 第 六 章 中 我 们 将 从 
这 个 事实 出 发 导出 它 的 三 角 定 律 ， 

例 3 .一 > 球面 三 角 中 的 正 弥 .余弦 定律, 

例 4 .or' < 一 Bolyai 正弦 定律 , 即 对 于 任 给 人 4BC, 成 立 


(6) SinA. sinB_. sinC 


Ga ©6 SE 

其 中 4, be 分 别 表示 Z4。 LB, LC 的 对 边 边 长 , 而 ao， 
名 b,c 划分 别 表示 以 a, c 为 半径 的 加 到 长 . 

上 于 两 例 廊 得 第 六 章 再 加 以 证 明 ， 

前 面 举 了 由 个 关于 第 一 类 性 质 的 基本 定理 ， 即 是 绝对 几何 
中 的 定理 ， 现 在 让 我 们 举 几 个 关于 第 二 类 姓 质 的 欧 氏 几何 的 定 
理 , 亦 姥 在 oz' 的 基础 上 ,它们 都 和 /是 逻辑 等 价 的 .一 个 命 
题记 和 //s 是 等 价 的 意思 为 ， 

St'U {et > P, 


且 
VU {P} =>/s.) 


a 
例 5 “会 内 角 和 二 平角 " 二 > //s， 

[证 明 ] 先 证 /各 和 yy’ < 和 >“ 人 内 钉 和 一 平角 ”， 

如 图 5-5 所 孙 , 过 BB 点 作 宜 线 ! 使 得 LZ1' 二 人 1. 由 /er 和 
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讽 1 往 知 Z 2 一 2 所 以 
LA 十 却 且 LO 一 < 十 人 BTTL2 一 平角 。 
再 证 “全 内 月 行 关 环 用 "和 .一 > ff 


圈 55 
部 图 5-6 所 示 , 设 L 下 共 历 而 其它 们 和 直线 PQ 相交 的 园 
傍 内 角 之 和 小 于 平角 ， 即 Ll 十 2 之 半角 ， 我 们 现在 览 用 4 
大 “全 四角 和 二 半角 " ,来 推 证 1, 1 相交 于 PQ 的 该 侧 之 一 点 ， 
区 第 五 公设 成 立 , 因 此 As 也 成 立 . 


图 5-8 
如 图 5-6 所 未, 在 上 北 步 取 点 列 41, A， 4，…, 4 
使 得 414s=PA1, Ads=P4 .44 一 Pd 
等 厄 三 角形 定理 ( 它 显然 是 gt" 的 推论 ) 和 “入 内 朋 和 一 玫 角 "， 
(7) LO4 upP= 二 2Q4op= AP. 
所 以 当 加 足够 大 时 , 必 有 有 
C8》 LQAnriP< {半角 一 (和 1 二 22)}， 


再 由 入 @4。 已 的 内 信用 = 平角 , 即 得 

(9) Li+ LQAniP+ALQPAwm'! 二 平角 
将 (8), (9) 相 比较 就 得 出 

(10) LQP Ant!>L2. 
如 图 5-6, 所 以 直线 了 必 与 直线 用 QA4s41 相交 ， 


例 8 “没有 一 个 三 角形 的 内 角 和 二 平角 ” 2 任何 三 角形 
的 内 人 和 都 等 于 一 个 平角 . 

[证 明 ] 设 有 一 个 人 4BC, 其 三 内 角 之 和 = 平角 . 我 们 
要 把 它 和 sy' 相 结合 , 证 出 任何 三 角形 内 角 和 都 等 于 一 个 平角 ， 
现 证 明 如 下 ， 

合 2 已 证 .of 所 > 任何 三 角 的 内 角 和 安平 角 ( 即 x)， 所 以 
当 我 们 把 A4.5C 切 成 两 个 直角 三 角形 ( 即 A4DC 及 人 CDB) 
时 ， 每 一 个 三 角形 的 内 角 和 都 必须 是 地 .然后 用 这 样 的 一 个 内 
角 和 二 x 的 直角 三 角形 ,不 难 拼 成 一 个 长 . 宽 都 可 以 任意 地 大 的 
四 边 形 世 FGHH, 其 四 个 负 均 为 宙 角 , 如 图 5-7 所 示 , 我 们 可 以 
把 上 述 趾 够 大 的 “四 直 人 角 " 四 边 形 再 用 对 角 线 切 成 两 个 直角 三 角 


-个 人 二 
由 中 8 D BA p 
H G 


图 5-7 
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5 利用 例 2 的 结果 易 知 它们 的 内 角 和 当然 也 是 r， 

浅 人 4B'C' 是 一 个 任意 三 角形 ， 我 们 也 可 以 把 它 切 成 陆 
个 真 角 三 角形 , 即 人 41D'C' 及 和信 C'D'B'。 所 以 我 们 只 要 设 泌 
证 明 这 样 冰 个 直 朋 二 角形 的 内 角 和 二 ,也 就 证 明了 人 A'B 作 1/ 
的 大角 和 和 二. 

国 为 口 EFGH 区 长 相 宽 可 以 任意 大 (只 要 用 足够 多 个 

从 A1CD 米 拼 潜 邯 可 得 之 )， 所 以 不 妨 候 设 人 EFG 的 两 直角 边 
部 大 于 人 4DIC' 和 入 B'D'C' 的 两 直角 边 ， 瑟 此 ,我 们 可 以 把 
入 4D'C' 移 到 如 图 5-8 直角 相 赫 合 的 位 置 ， 
利用 例 2 的 结果 , 萄 知 

人 EFG 的 内 角 和 二 n> 和信 户 FC' 的 内 角 和 二 x 

一 > 人 人 4D'C"' 的 内 角 和 二 x。 

利用 例 5 和 例 6, 可 以 证 明 相似 形 的 存在 是 与 /4 等 价 的 . 
例 7“ 存 在 丙 个 大 小 不 同 但 其 对 应 角 和 粮 等 的 三 角形 ” 


后 > 


图 5-8 田 5-9 

[证 明 ] 设 和 ABC 和 和 AA4B'C'’ 中 LA4=LA’, ZB= 
LB', LC=LC'; 甩 4B>A4'B'， 那么 我 们 可 以 把 AA’B'C” 
移 到 从 ABC 上 使 C4 与 人 XA 看 合 起 来 , 如 图 5-9 所 示 , 得 与 
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人 AB'C' 全 等 的 三 角形 人 ABiC1. 内 此 人 1= 人 8, 人 2= 人 人 C， 
于 是 四 边 形 BBCC, 半幅 个 肉 角 和 二 2x 【两 半角 )。 再 利用 例 
2, 易 知 ABCB) 及 和 众 BiCCi 的 肉 角 和 二 x， 再 内 例 6 和 例 5 
知 /We 成 立 。 

[ 注 ] 人 刚 5, 例 5, 例 7 部 是 在 网 氏 凡 何 中 成 立 部 ， 而 在 非 
欧 几 何 中 不 不 立 的 性 质 或 命题 ,都 是 与 Gi 五 公设 ) 等 价 的 


命题 ， 详 言 之 , 外 果 出 已 表示 上 述 三 个 命题 , 则 它们 满足 下 述 
逻辑 等 价 关 系 , 印 


(11) 1PHS 太 或 {PFU sz 全 >cl Un， 

办 此 上 述 三 个 例 的 秃 命 题 (任意 三 角形 内 角 和 <;i 不 存在 
相似 三 角形 , 域 说 精 汪 角形 对 应 外 相等 , 则 必 全 等 , 则 aa 定 
理 成 立 ,) 就 是 非 欧 几何 中 成 立 的 命题 了 . 


习 题 


1， 在 公理 gf' 的 基础 上 证 则 下 列 命题 总 与 第 五 公设 等 
价 的 ， 

(1) 共 丁 不 相交 的 两 条 直线 被 第 三 条 直线 所 截 成 的 同 亿 
角 相 等. 

(2) 在 平 监 上 ,同一 直线 的 垂 线 积 斜 线 必 相 交 . 

《3)》 过 不 共 线 可 作 一 图 ， 

《4)》 三 角形 三 高 线 必 共 点 . 

《5) 过 角 内 一点, 必 可 引 直 线 与 此 角 的 两 边 相 交 - 

2， 判 断 下 列 命 题 是 否 与 第 五 公设 等 价 ， 

(1) 三 角形 三 内 角 平 分 线 必 共 点 . 

《2) 三 角形 三 边 中 焉 线 必 共 点 . 

《3) 一 切 三 角形 内 角 和 澳 外 等， 
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第 六 章 ” 欧 氏 .球面 . 非 欧 三 种 
古典 几何 的 统一 处 理 


在 前 苗 的 章 竹中 ,我 们 简要 地 讨论 了 欧 氏 ,球面 与 非 欧 这 三 
种 古典 几何 体系 的 米 龙 去 脉 ， 而 且 指出 这 三 种 几何 体系 其 实 是 
大 同 小 异 的 ， 什 么 是 它们 之 阅 的 大同" 呢 ” 那 就 是 它们 都 具有 
闽 样 的 又 合 公理 (或 称 合同 公理 ,特别 是 sa, s. 公理 ), 另 一 种 
提 法 就 是 它们 部 是 关于 空间 中 的 尾 给 一 个 方向 成 反射 对 称 的 几 
何 模 型 ， 姥 么 佬 么 古 " 小 噶 " 呢 8 它们 的 小 异 主要 在 子 三 角形 的 
内 角 和 这 一 方 历 ， 在 欧 氏 几何 中 鹿 等 于 一 平角 ;在 球 克 几何 中 
信 大 于 一 平角 ， 而 在 非 欧 几 们 中 则 恒 小 于 一 平角 ,我 们 将 遵 御 
J ,Bolyai 当年 在 他 的 “绝对 几何 学 " 中 作出 的 创见 , 采取 求 天 
闻 ， 存 小 异 的 方式 , 对 这 三 种 古典 几何 学 给 出 一 种 统一 的 处 理 . 
二 角形 的 研究 乃 是 上 上述 三 种 几何 学 的 骨干 ， 由 其 所 具有 的 胎 合 
公理 ， 可 以 直截了当 地 推导 出 这 三 种 几何 学 中 关于 三 角形 的 种 
种 营 合 条 件 , 亦 即 ?, 8. 3,, 8, 58,0, 等 等 三 角形 的 番 合 定理 ,三 
角 学 的 研究 就 是 把 这 种 "定性 的 三 角形 唯一 性 定理 "提升 到 有 效 
能 算 的 定 关 层面 , 澳 句 话说, 就 是 把 三 角形 的 三 角 、 三 边 之 间 的 
关系 捉 升 成 有 效能 人 算 的 函数 关系 (参看 第 四 章 球面 三 角 )， 这 就 
是 三 种 古典 几何 学 中 的 正 驼 定理 和 余 驴 定理 .它们 是 这 三 种 古 
典 凡 何 学 咎 通 党 金 局 的 祖 纽 , 也 是 进而 以 “解析 法 ”研究 几何 的 
基 人 名 ， 也 驶 是 说 ,人 有 了 了 各自 的 正 落 定 丙 和 余弦 定理 ,我 们 订 以 推 
导出 三 种 古典 几 全 的 外 部 三 角 公 式 ， 因 此 就 不 难 把 欧 氏 尘 面 ， 
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球 而 . 非 网 平面 仅 标 化 ,然后 用 解析 法 来 研讨 三 种 古典 几何 的 问 
题 , 亦 即 让 以 推导 出 三 种 古典 几何 的 解析 几何 (可 以 说 , 三 角 学 
就 是 具体 细微 的 解析 几何 ).。 

J. Bolyai 在 他 所 著 的 《绝对 几何 学 》 里 , 提出 了 三 种 几何 
中 正弦 定理 所 共有 的 形式 , 即 

(1) sin4_ sinB_ sinC 

Oa 人 Oe 
其 中 @O7 表示 在 该 几何 中 一 个 半径 为 了 的 圈 周 长 ， 它 在 三 种 几 
何 中 的 表达 式 分 别 如 下 : 
2ar 《 欧 氏 ) 


(02) @r = | 2kr sin 下 《球面 ,&= 球 半径) 


28r sh 二 《 非 欧 ，Gauss, Schweikart 
已 发 现 这 一 事实 ). 
在 这 三 利 几 何 中 的 余弦 定理 分 别 是 ， 
0 一 07 十 b7 一 2ab cos 谷 ， 等 ( 吹 氏 》 
(3) 1 cos c=c0s a'cosb 十 sin q'sin bcosC, 等 (球面 ) 
eh ec 一 ch a.ch 5 十 sh o. sh bcos C, 等 ( 非 驳 } 
(在 球面 , 非 欧 的 情形 ,上 述 公式 是 k=1 时 的 畦 萄 情形 , 在 1 


时 ,上 述 商 个 公式 中 的 ,56,c 处 应 按 成 是， 各， 后) 
本 章 将 给 出 作 驶 定理 在 三 种 几何 中 的 共同 形式 .在 第 一 节 
中 ,我 们 将 引进 抽象 旋转 面 的 概念 ,并 对 这 三 种 几何 学 的 三 角 定 
现 络 以 统一 的 证 斑 . 
第 一 节 ”抽象 旋转 面 的 解析 几何 


本 节 的 基本 想法 是 引进 一 种 具有 适当 “广度 "的 几何 模型 ， 
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我 信 把 它 叫做 坟 象 旋转 面 ， 它 包 哲 三 种 古典 凡 何 模型 (二 纪 借 
型 ) 为 其 特 人 ， 亦 此 抽象 旋转 面 上 具有 普遍 成 立 并 能 统一 证 明 
前- 组 正弦 定理 和 余弦 定理 ， 
:介绍 抽 泉 族 转 面 之 前 ， 我 们 先 讨论 在 三 维 欧 氏 空间 中 一 
条 山 线 绕 一 辆 旋转 一 周 所 形成 的 曲面,( 即 旋转 脂 面 ). 

设 4O-xyz} 是 三 维 欧 氏 室 间 巾 的 直角 华 标 系 。 在 yO0z 上 
半 平 面 内 的 一 条 曲线 厂 的 参数 方程 为 


三 y=9(t), 2=f(), (oteb), 
它 绕 y 轴 旋 转 一 周 , 产 生 的 曲面 村 的 方程 为 
M: X=f(t) cos 0, y=g(t), 


2=A(t) sin §, (O027), 
其 中 8 表示 旋转 的 角度 ，( 如 图 6-1 所 示 ) 我 们 把 丁 称 为 母线 ， 
显然 当 矿 绕 y 轴 转动 一 个 定 角 加 时, 在 曲 区 M 上 得 到 一 条 与 
矿 完 全 相同 的 昌 线 ,我 们 把 这 些 册 线 称 为 经 线 . 设 P 为 厂 上 
一 定点 , 当 厂 绕组 一 周 时 ,，P 点 的 轨迹 就 是 曲面 覆 上 的 一 
人 图 ， 我 们 称 这 种 国 为 纬 线 . 


设 己 为 帅 洒 好 上 作 意 一 点 , 它 的 企 标 为 
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P: (f(t) cosb, g(t), ff) sin@), 
当 (t,9) 有 一 微小 变动 , 变 成 {1+qt, 8 十 q9) 时 ,得 于 曲面 好 
上 号 点 的 分 下 一 点 昌 , 它 的 坐标 为 
Q.; (f(t+dt) cos (G+d9), gttat), 
Hitdt)sin(9+ qa0)) 
我 们 来 计算 击 量 了 可 的 长 度 ， 因 为 的 三 个 分 量 为 
flt+di)cos (0+a)—f(t) cosf 
ft) cos ddt—f(t) sin gd0， 
ttd)—g( ~ g(tdt, 
Httdi) sin (9+48)—Ai) sind 
ft) sind di+f(t) cos bd. 


因此 
1PO1:=76. PO=[L/'(t) cos 0 dt— f(t) sin doh 
+[g'(t)dt]:+[ fC) sin dt+1(t) cos 0 d8]: 
=(f*+g dr +fag. 
我 们 可 以 把 iE) 从 为 曲面 灯 上 邻近 两 点 书 与 0 之 间 的 距离 
ads, HI 
dr =(frtg fd 
如 果 我 们 把 y0z 平面 上 的 曲线 厂 的 弧 长 记 为 7, 那么 
(rgdRedr, 
因此 曲面 M 上 的 红 长 * 的 微分 为 
Gs 一 dr 十 P002. 
因此 曲面 M 上 -~ 条 晨 线 的 骤 长 = | ds 
下 而 引入 抽象 旋转 面 的 概念 . 
《一 ) 抽 象 旋 转 面 
在 定义 抽象 旋转 面 之 前 ,让 我 们 光 作 一 些 分 析 ， 
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[分 析 ] (1》 二 种 古典 几何 借 型 (或 空间 ) 的 重点 共 

关于 任 给 - -条 直线 成 反射 对 种 

()》 去 射 对 称 的 广 尺 提 法 :， 龙 空间 〔 计 ", 品 ) 是 一 个 度量 
空间 , p 大 肝 ">M* 的 一 对 一 的 对 应 . 令 xEM, 它 的 对 应 点 
为 p(X), 如 果 对 于 "中 任意 两 点 ,Xs 成 立 

d(x Ka)= dC px), 网 富力 

即 此 对 应 p 保持 度 基 (或 距离 不 变 , 称 P 为 -个 保 长 变换 . 

特别 ,如 果 p?=p.p=i ( 恒 等 变换 ), 则 称 p 为 (对 合 ) 
二 阶 保 长 变换 . 

假如 在 二 阶 保 长 变换 p 下 的 不 动 点 集 

FUP) 一 人 EM P(x) 一 x 

是 -一 个 (mr 一 1) 维 子 空间 ,而 好" 一 尺 是 在 p 作用 下 五 相交 换 的 
, 印 最" 一 尼 一 ADN 而 p(N)=N’, 有 HN 
重读 城 , 那么 称 p 是 一 个 反射 对 称 ， 

(iii》 而 典 岂 和 何 中 ,关于 三 角形 的 讨论 都 订 以 归于 二 维 的 情 
况 ( 因 为 过 三 点 均 有 一 平面 ) 

(iv) 在 维 的 几何 模型 杂 * 中 ，, 设 “ 圳 线 " 1, 1 下 交 
于 口 点 , 它们 的 夹 朋 为 8 (如果 是 
球面 几 宁 指 大 央 芍 类 角 ). 如果 pr 
MM? 是 以 J.(i=1，2) 为 不 动 点 
集 的 反射 对 称 ， 则 pa pi: aid 
戴 是 一 个 以 @ 点 为 中 心 38 的 期 度 
旋转 ， 如 几 6-2 所 水 , 9 十 P=, 

定义 - 及 YY 是 一 个 一 维度 重 
空间 , 它 对 于 定点 品 或 旋转 对 丈 ， 图 -2 
则 称 3M 为 一 个 抽象 旋转 面 ， 记 作 (3 ， 0O)，O 点 称 为 旋转 外 
心 ， 
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例 1 欧 氏 、 非 欧 平 面 或 球面 是 对 于 其 中 任何 一 点 都 成 旋转 
对 称 的 抽象 旋转 面 ,所 以 它们 不 但 是 撒 旬 旋转 画 , 而 且 还 是 齐 性 
的 . 

所 谓 齐 性 是 指 空 间 中 任意 两 点 附近 的 几何 结构 或 几何 性 质 
都 是 相间 的 ， 因 为 我 们 讨论 的 几何 性 质 是 在 保 长 变换 下 不 变 的 
性 质 ,因此 齐 性 也 可 这 样 理解 : 对 空间 中 任意 两 点 王 及 已， 必 
存在 一 个 保 长 变换 p, 使 已 一 P( 己 )- 


图 6-3 

例 2 设 厂 是 三 维 胸 氏 空 间 中 yOz 上 半 平 面 内 与? 辆 主 
交 于 OQ 点 的 一 条 光滑 曲线 , 则 以 厂 为 母线 3 绕 灿 在 空间 中 旋 
转 所 得 的 曲面 就 是 一 个 关于 O 点 成 旋转 对 称 的 旋转 面 ， (六 在 
口 点 和 旋转 轴 的 正 交往 保证 了 曲面 在 O 点 的 光滑 性 .) 

我 们 要 用 解析 法 来 讨论 一 个 扫 象 旋转 面 (M?, O) 上 的 几 
何 ， 第 一 个 问题 是 ， 如 何 选用 "坐标 系 " 才 能 充分 利用 (M?,O) 
上 对 于 O 点 的 旋转 对 称 性 ? 

稍 加 分 析 , 就 容易 看 到 ， 那 应 读 是 以 口 点 为 基点 的 “ 概 些 
称 ”! 我 们 在 所 有 以 O 点 为 始点 的 射线 中 任 聚 一 条 O.4 作为 基 
准 方向 (在 例 2 中 即 取 与 书 棚 同 的 一 条 经 线 作 为 基准 线 ), 对 于 
ji 中 给 定 一 点 已 , 以 OP 的 长 度 《在 例 2 中 即 为 蝎 线 忆 上 从 
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O 点 到 卫 点 的 长 度 ) 和 用 刘 0 户 的 转角 9 作为 点 的 航 肉 


杯 (r，6) 如 图 74 所 水 。 
8=h 


A 半 


图 6-4 
9=-8( 节 数 ) 所 描述 的 是 由 口 点 以 名 为 方向 
角 的 射线 ， 
让 ”全 六 所 六 这 的 是 OO 点 为 贺 心 的 同 
心 图 . 
显然 , 参照 例 2 易 知 , (4) 式 所 描述 的 两 族 线 是 互相 正 交 的 
( 即 经 线 和 纬 线 是 互相 正 交 的 两 族 曲 线 ), 而 及 以 O 点 为 中 心 的 
一 个 a 角 旋 转变 换 使 ? 保持 不 变 , 而 09 了 0 十 a; 其 次 , 上 述 同心 
圆 r==fo。(《 即 纬 线 ) 的 回 周 长 当 然 是 7 的 函数 , 设 为 2< 九 ro). 
因此 卫 数 及 r) 记录 着 (4*,0) 这 个 拍 象 旋转 面 的 一 个 重要 几何 
特征 ! 其 实 ,上面 的 分 析 也 就 说 明 : 上 述 同 心 固 贺 周 周 长 枉 数 
7) 也 叭 一 地 确定 了 ( 太 ',0) 上 的 见 何 结构 . 
事实 上 , 从 例 2 中 我 们 可 以 碍 出 (如 图 6-3 所 示 ), 函数 
大 站 一 Di4， 因 此 ,知道 了 函数 玉 r), 也 就 知道 了 曲线 厂 的 形 
状 ,所 以 旋转 曲面 M 的 形状 也 就 唯一 确定 了 , 即 MM 上 的 几何 性 
拓也 就 完全 确 宅 了 . 
[分 析 ] 谈 人 = (人 (六 OOD)，e<iSb} 是 负 ? 巾 
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前 一 条 参数 凶 线 ， 当 和 参数 内 上 二 变 到 t= 十 绀 时 ,由 级 全 的 
层 长 元 素 林 以 和解 本 地 表达 如 一 ， 

ds PiPs 

ds:=dr:+f*(r)d6. 

这 可 以 从 图 6-5 由 看 出 。 因 为 P,Q 号 纬 线 上 的 一 小 段 弧 , 故 
PQ=fr)d6. QPs 是 经 
线 上 的 一 小 段 缠 ， 而 经 线 
和 纬 线 是 互相 正 交 的 ， 园 
此 P,P» = PQ + PQ 
二 df 十 扩 (r)d4?， 当 然 ， 
这 于 我 们 般 设 在 很 小 的 范 
围 内 由 面 是 微型 近似 于 欧 


(5) 


谍 突 间 网 ， 内 此 可 以 应 用 勾 股 定 还 . 

这 个 结论 与 本 节 开 冶 时 介绍 的 在 三 维 软 氏 室 间 中 旋转 曲面 
寻 于 的 弧 长 微分 公式 是 完全 一 致 的 

反 过 来 , 我 们 岂可 以 从 弧 长 元 素 的 微分 表达 式 (5), 对 于 性 
给 一 个 初始 条 件 人 0)==0, fA《(0) 二 ! (这 两 个 条 件 是 由 厂 曲线 
适 过 原点 , 且 在 原点 处 与 x 轴 正 交 得 来 的 ) 的 二 阶 可 微 函 数 
f(r), 定义 一 个 抽象 旋转 面 (MX 有， O), 即 

(6) MA ={(r,0)| ds =dr + f(r )d0} 
从 上 面 的 表达 臣 就 可 以 用 下 述 线 积分 求 得 M《 站 ) 中 任 给 参数 
曲线 工 的 弧 长 , 即 


(7) TR = fe=f rt) fC) ea. 


显然 , 若 点 PEY,0)E MYA 有, 则 已 点 以 大 点 O 为 中 心 旋 转 
ca 和 角 后 得 点 Pr.9 十 x) 出 罚 村 MA 换 悍 之 ,上 面 这 性 的 二 
维 几 何 寞 型 内 民 诱 是 关于 原点 0 二 《0,0) 成 旋转 对 称 的 . 
，T32 


抽象 旋转 面 的 解析 定义 如 下 ， 

访 成 站 为 一 给 定 的 二 阶 可 被 议 数 ， 而 生 f0)=0,f'(0) 
二 1 记 

NAA={(r, Ods—drst+ f(r)d0}, 

我 们 称 守 攻 让 是 以 fr) 作为 转 征 疾 数 的 抽象 旋转 闸 ， 这 里 ， 
对 {7,0) 的 议 值 范围 有 和 下 规定 ; 

(Ci) 涩 r>0 时 ， 著 有 7?) 处 处 不 为 零 ， 则 ?+ 的 取信 为 

, [0+ om), 

(年 ) 当 r>0 奉 , 着 8 为 Ar) 的 最 个 正 零点 , 则 了 的 职 值 
为 [9, 扣 ,各 假 竣 六 (8)=1; 

Gi) (r, 9) 和 (x, 8 十 2x) 是 相同 的 点 ; 

(iv) 不 论 0 为何 估 , 《0, 9) 只 表示 同一 点 ,在 ( 记 ) 中 (5, 8) 
从 约定 表示 问 一 点 ， 

便 3 (1) 当 Ar)=r 时 , 则 MX 有) 就 是 欧 氏 冬 面 , (+, 9) 
就 是 欧 氏 平面 上 的 设 弘 标 ， 设 其 直角 些 标 为 《x,y), 那么 用 尖 
系 式 x=r cos 0, y=r gin 0 知 , ds*=dx*:+dy=dri+rid, 

(ii 当 f(r)=hsin 和 时 ， 则 M*(f) 就 是 半径 为 四 的 古 : 


(三 筷 网 氏 空 间 ) 中 的 球面 . 
在 思 中 , 球 心 在 际 点 、 兴 径 为 名 的 球面 的 参数 方程 为 


f xsin cos 
=k sin 三 sinf 


2=heos 让 


[i 
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dod tdy: Ftde = sin: 天 dg’, 


所 以 ( 乞 , 4 ) 表示 球面 集 标 。 


r 


(GH) 妆 /r) 一 hsh 于 时 , 则 MA( 有 就 是 曲率 为 一 起 的 非 
纺 平 面 (参看 $2). 

[ 注 】 对 王 许多 因数 用 r)，M*《 7) 是 无 法 用 EE? 中 常见 的 
族 铸 曲面 加 以 表现 的 事实 上 , 在 (说 ) 四 , 特征 函数 为 f(r) 
一 让 sh -的 MX 在 互 中 就 不 可 能 实现 ,所 以 我 们 把 M*( 了 ) 
统称 为 抽象 旋转 ， 

挡 象 旋转 面 由 点 (ru go) 到 相 邻 点 (ra 05), (ra<cra) 的 所 
有 道路 中 以 9 一 和 《常数 ) 的 曲线 ( 即 经 线 ) 的 长 度 为 最 短 ， 这 是 
因为 ,连接 这 到 点 的 任意 道路 的 长 度 是 


[CE 2 二 
(ry os 一 je edt +A(r Yd 


> emer", 
从 这 可 以 证 明 球 耐 上 联接 任何 彰 点 的 道路 中 ， 长 记 以 不 大 于 半 
个 大 圆 的 大 加 弛 为 最 短 . 

二) 性 长 第 一 变 分 公式 与 曲率 ( 欧 兵 ) 

让 我 们 先 来 复习 - 下 在 欧 氏 平 画 中 一 条 光滑 曲线 矿 的“ 则 
率 " 这 个 基本 概念. 

设 厂 是 如 中 … 条 可 微 曲线 , 它 的 套数 方程 为 

X(t), y=s(). 
那么 由 微 积分 学 务 , 六 从 扣 到 上 的 弧 长 注 
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:= vt (DN dt, 
外 
如 果 己 为 上-- 动 丰 ， 导 么 我 位 也 可 月 已 点 的 位 置 向 量 do 六 
《@ 是 从 村 匠 点 ,)》 来 标记 厂 ， 我 们 记 x( 人 =O0P, 则 x( 站 的 分 
旱 为 (x(), 3()), 由 上 上 述 狐 长 公式 知 

ds—v wD TYAN d= |x(D dt, 


或 

ds*= |dx’l. 
因此 IX(t)| = 全 ， 另 一 方面 , x( 作 表示 夏 在 P 4 的 名 
方向 。 固 此 如 末 我 们 取 强 长 s 作为 曲线 玉 的 参数 ， 出 于 yy x(s) 
是 三 在 5) 吉 的 妾 全 友和 量 , 记 作 ts)， 轩 此 牙 5)- er 
尊 边 再 对 求 导数 ,得 Es) 认 s)=0。 摘 言 之 ， 区 3) 牌 
直 于 切 疯 量 式 8)， 念 sR 在 P(s) 点 处 正高 单位 法 向 量 ， 


亦 岂 由 起 5) 至 RS) 的 转角 为 地 那么 成 立 


人 
(3) 1 
a9)= 亲 1)=kCs)n(s). 


(因为 和 tC) 生 交 于 (5), 所 以 它 


是 nC3) 的 一 个 倍 积 .) 

我 们 把 @(s) 称 为 厂 的 出 率 向 量 ， 
以 8) 称 为 曲率 . 

其 次 ， 著 作 平 新 止 取 瑟 章 角 从 标 
系 10 一 #y}, 则 有 (如 图 6-7 所 六 ) 
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ts) 一 (cos cs) sin ols)) cot(s) 是 式 S) 的 方 四 用 ， 


《8 )》 
人 ts) = (sin ols), cos os)), 
所 以 x 各 


容易 证 时 ,者 x(s) 一 (x(s》 区 3)) 则 曲率 
RCs)=% ts)y"(s)—x(s)y CS) 
荐 x( 引 二 (X(t), x( 站 ), 其 中 芋 是 一 般 参数 ,由 
kD= [XO (DA A NAD+ yA, 
平面 上 一 族 以 4、B 为 始 , 终 点 的 连续 变动 光滑 参数 曲线 族 
{Tel0&#w1} 吕 做 六 的 一 种 要 分 CVariation》 我 们 可 以 采用 
下 述 依赖 于 两 个 参数 (s, 5w) 的 位 置 向 量 作为 变 分 的 解析 表 达 


式 ,其 
{xls, u)lasssb, Ousl}, 
(8) 人 #0)| as 委 5) 是 [wo 的 参数 式 。 
5 是 每 条 烦 线 的 共用 参数 , 4 是 变 分 曲线 线 的 变 分 参数 ， 
因为 族 中 的 所 有 曲线 的 始终 点 均 相 
同 ,所 以 


Er se 
为 了 以 司 计算 方便 , 我 们 可 以 假设 5 是 


轰 作 荆 ,的 弧 长 参数 。 因 此 
Or .Ox 


图 6-8 ds ds 
令 工 (#) 为 工 ; 的 长 度 , 亦 即 


月 


及 


oo sl 


(10) Lem)= -| 贡 rts 中， 号 rs， 4)) dds, 
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这 时 《》 发 吉 内 如 用 号 区 罗 | 
变 分 . 
命题 1 欧 氏 平 而 的 第 … 绪 长 灾 分 公 芝 如 下 ， 


0 和合 CD- C00), hs) rs) as, 


叫 艇 工 述 变 分 的 第 一 沽 长 


其 中 CD)= 全 (9 0) 叫 做 赛 分 向 量 场 , 人 Ks) 是 三, 的 曲率 汉 
煞 ，mK5) 是 太 的 正名 单位 法 向 量 . 

[ 注 ] 上 途 公 式 对 , 的 任 给 变 分 皆 成 立 , 它 也 唯一 地 确 宗 
也 上 的 曲率 函数 也 5)， 换言之 , 的 曲率 玖 数 包 8) 站 只 
一 能 使 (11) 式 对 于 六 的 任何 变 分 每 成 六 的 厂 。 上 的 函数 ,所 以 
人 11) 式 也 可 以 用 来 作为 斤 5) 的 另 一 种 定义 式 。 


[EN] 六 DO| -总 (时, 骂 > 二 as 


sdH 95’ od 


-= 《高 3 “ 名 

(为 (各 D8 黎 < 人 
-十 鄞 ,3 08 )|, ds 

| 
= 一 《es an(s) Yas 

(四 为 时] = -3 -As)n()， 

(三 )MM(f1) 中 的 攻关 第 一 变 分 公式 与 昌 率 

7 的 定 交 要 点 是 可 以 用 积分 式 (六 于 计算 NS 及 上 汐 


“4137， 


ds 


uo 


(这 里 用 了 分 部 各 分 和 条 件 羡 


任 给 参数 由 线 弧 长 ， 上 述 命 题 1 提供 了 一 个 如 仁和 研究 M2( 门 上 
的 曲线 几何 的 启示 , 那 就 是 从 计算 1 世上 上 曲线 弧 长 的 第 一 变 
分 公式 著 手 ,从 丽 探 讨 Mf) 上 曲线 曲率 的 应 有 定义 、 测 地 线 、 
三 角 定 律 等 等 

[分 析 ] 《i) 谈 {trlosesl} 是 WA) 上 一 族 保 持 始 ， 
终点 不 变 的 连续 变形 光滑 曲线 族 , 其 参数 表示 为 ， 

(12) T={(r(s,4), Os,H)) |esb} 
其 中 rts, 4), 从 5, 4) 是 满足 下 列 条 件 的 二 元 二 阶 可 微 函 数 


Ea 009| 0 
Ou les Ou ens 
《这 表示 始 、 终点 不 灾 ， ) 
[ES +re, 0) Rs, dF = 
(这 未: 是 了 的 可 长久) 


(证 ) 令 (4) 为 厂 ,的 长 度 , 即 


G9 0=f (EY +(e a. 
a a 第 -一 变 分 如 下 ， 
09) 入 LD| ,= [EY + Ya 
[ ; rh OS) 
A 


在 上 述 计 算 中 ,我 们 在 作 简 化 时 运用 了 (13) 式 中 的 第 二 个 条 件 ， 
这 也 是 为 什么 把 5$ 到 万 站 ,的 缀 人 与 好 处 。 其 次 ,在 


ds, 0) 这 两 个 混合 仿生 


上 述 积 分 丈 中 ，- 训 写 (9 0) 弄 间 
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人 六 时 ,我 们 可 以 用 分 部 积分 公式 把 它们 用 


人 0) 条 六 取代 , 即 有 
d OF ,Or 
016) gl 加 de Bu 


A On)( 关 ) 分 EE 


+ ofr OP) A 总 9 


od5 os du 
DB .68 
十 户 (r 7) Se Su) ds 


上 上 述 计 算 过 程 中 ,用 到 了 (13) 式 中 的 第 一 个 条 件 ， 

《i) 现在 让 我 们 再 米 分 析 一 下 《16) 式 中 的 积分 式 的 局 部 
几何 意义 . 

设 Fo 的 参数 方程 为 rs) 8(s)), 其 中 s 是 站 的 弧 长 
参数 ,那么 


ds:=dx’= ( 些 ar+ 熏 Ox ¥ a0) 

[fax ax er Ox 

=( 镀 ) dt2 总 台 drdo+( 问 ) dg. 
一 方面 ,在 MM 所 人 中 ,ds*==dr: 寺 J*(r)d89, 比较 这 两 式 便 得 
OxY 
(名 = 冯 | 芝 上 1 
名 ,如 0， 这 表示 两 族 参 黎 曲线 是 正 交 的 ， 即 经 续 线 是 

正 交 的 。 
外) = PCD, 或 | 如 | -An 
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如 果 我 们 假设 er, ep. {Cs), a(5) 都 是 MX 门 在 Ps) 点 的 音 
位 向 量 , 如 图 6-9 所 未, 堵 么 


_dx_Ox dr ,dx dl 
tg or drt og ds 


而 和 表示 + 方向 ( 即 经 线 方向 ) 


一 Ox 二 
状 7 ee 部 表示 
图 6-9 0 方向 ( 即 纬 线 方向 )， 故 
9x -| gx | 6, f(r)e,. 


00 1905 


因此 可 得 


1(5)=9 et hr) de, . 
另 一 方面 ,如 果 我 们 设 x(s) 为 不 s) 与 @ 的 夹 角 ,那么 


不 3) 一 cosa er 十 sinc ee 

比较 上 述 两 式 , 便 知 

cos a= 子 ， sin c=f(r)®. 
总 结 上 述 的 说 明 ,我 们 得 到 
er 为 沿 r 方向 的 单位 向 量 ; 
es 为 沿 8 方 向 的 单位 启 量 ; 
不 3) 是 研 的 切线 方向 的 单位 向 量 , 且 

fs) 二 cos 0 @: 十 sin 4 ep ， 其 中 


nn(s) 是 厂 的 法 线 在 正方 向 上 的 单位 向 量 , 虹 


| coso= 衬 ， sin o=/() 池 ， 
1 
\ n(s)=—sin a ecos aee。 
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Ecos g = 和 sim qf(r) = 对 = 求 油分 , 山 得 


区 
「 至 = 站 sose= -sinc 人 
la a dy ,psy dr de 
Ca) | 大 (中 生 )-/10)9+A) 钾 硬 
| da 
一 cosG- 
用 (18) 式 消 夫 (16)} 式 中 的 
or dr 只 _ 
Os | dss 和 Os lio das” 


即 得 下 述 命题 2 中 的 第 一 变 分 公式 
命题 2 在 M:( 中 的 临 线 弧 攻 第 一 变 分 公式 如 下 


(19) 和 |, = 一 {sin a [全 


or 


do 
Br lee 十 cos 第- 


+F(7) 转 | Kn 名 |}ads 
= 下 (+AO 的 ) 


Cn(s), MsS))ds. 
其 由 (5) 是 7 在 s 点 的 正 疝 单 位 法 向 量 ， 


TPCD 2 


= 各 时 erti(r) 如 


0 
其 为 变 分 各 旱 场 ， 
上 上 疝 的 分 析 (D.CiD.,(iii?》 也 项 恶 命题 2 的 证 明 ! 


命题 2 是 命题 上 的 推广 ,着 (19) 式 和 (1 ) 式 比较 ， 不 难 香 


4 


de 
ds 


出 (19) 式 中 的 (全?) 3 ) 访 是 (Li 起 中 的 县 内 天 5) 的 
推广 . 

定义 M3( 四 中 的 光 放 曲线 ={(7(5), 9(s)la<s<b}(s 
为 铂 长 参数 ) 的 测 地 晶 率 的 定义 为 3 十 PCr) 于 ， 记 作 et， 
即 

(20) ho- 人 Fn) 到 


(四) Mf) 上 的 测 地 绑 与 三 角 定 理 

在 MXf) 上 -- 条 光滑 基线 厂 =Cr(s), 9(s)), 其 由 :是 琶 
长 参数 , 还 它 的 淹 频 中 举 恒 等 丁 零 , 则 称 厂 为 测 地 线 ， 容 易 验 
证 , 殉 氏 平 商 上 的 点 线 , 球面 上 的 大 册 的 浏 地 曲率 都 为 零 , 国 此 
测 地 线 是 欧 还 半 面 和 非 次 站 面 上 的 直线 段 和 球面 上 的 大 圆 强 的 
推广 . 

[分 析 ]《 i ) 根据 解析 的 观点 , 浏 地 线 就 是 满足 下 列 微 分 
方程 的 解 ， 


da , d 
[本 知人 
{21) | Ea =COS 以 ， 
\ 


它 是 一 个 二 阶 党 微分 方程 , 叫做 Mf 上 的 测 地 线 方程 ， 事实 
上 上 ,我们 可 以 把 式 (21) 改 写 为 
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从 二 阶 常 入 分 方程 的 一 般 存在 性 与 只 一 性 定理 得 知 ， 它 的 解 为 
两 个 初 信条 人 咎 所 磅 一 确定 , 亦 即 过 定点 ， 富有 从 的 -条 测 
地 线 . 

《证 ) 由 第 一 变 分 公式 (19) 知 , 车 To 烃 测 地 线 ， 那 么 成 立 
吕 L(WD16-o=0, 这 说 明 对 大, 作 局 部 变 分 时 ,其 长 度 必 然 加 
长 ， 这 也 就 说 明了 测 地 线 的 几 杀 特性， 局 部 的 恬 眉 都 是 最 得 通 
族 ， 全 如， 于 而 上 的 天国 弧 , 在 小 十 半 同时 是 最 短 通 路 , 但 大 二 
半 图 时 就 不 再 是 靖 点 之 同 的 最 短 通路 了 ， 所 以 前 迅 修 饰 词 "局 
部 的 ”一 航 类 说 是 必要 的 

GD 在 四 上 舌 全 9 人 《于 时 请 必 测 地 线 方 


程 ， 这 此 因为 此 时 ae=0，0=b， 所 以 台 =0， 各 =0。 这 就 说 


豚 在 M*(f) 上 经 线 必 为 测 地 线 , 
定理 1 设 厂 是 用 :(f) 上 的 一 条 测 地 绪 , 则 
f(r(s)) sina(3) 一 常数 . 
[证 明 ] 设 厂 ={r(s), 8(s)) 是 MXP 中 的 一 条 测 地 并 ， 
即 有 
ar co8 0, HS)) Hsin a 


ds 


GD 1 
( 昔 +PoD 要 =0. 


运用 二 述 条 件 , 对 于 定义 在 厂 上 的 函数 , f(r(8)) sina(s) ， 
求 微分 得 


(22) rs) sina(s)] 
= 于 Csinat f(r)eosa 到 
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=f'(r) cos af(r) 加 + cosa 3 
lr) cosa [Se 471.(7) We Jono. 


国 此 ,了 f(r) sin a 在 矿 上 取 回 定 值 , 亦 即 为 一 常数 . 
推论 1 (Mf) 上 前 正 强 定理 ) 对 于 人 OQ.4B 恒 有 
(23) sin4 sin 万 


Fo} ”天 0“ 
5 注 ] 在 MI( 有 ) 上 的 于 角形 是 扒 由 测 地 线 组 成 的 三 角形 . 
加 为 O 点 是 原点 , 因此 O04, 0B 是 两 条 矢 径 或 经 线 , 由 上 述 分 
析 (iii 知 必 为 测 地 线 - 


[证 明 ] 由 上 述 定 理 1 得 
fb)sin (x —A)=f(o)sin B. 
所 以 
sinAd _ sinp 
fo) fA6) 
注意 ， 上 述 定 理 一 般 只 有 在 三 
角形 的 一 个 顶点 是 M2(F) 原点 才 
图 6-10 成 立 ! 
推论 2 (3Y:(f) 上 的 余弦 定理 ) 对 于 人 OAB 恒 有 
. flr)dr 
04) 048 ET 
被 积 池 数 中 正 , 基 吨 的 中 法 下 面 将 如 以 说 明 . 
[证 明 ] 设 P(s)=(r(s), 8s)) 是 测 地 线 .4BB 上 的 动 点 ， 
0&&50, 则 有 


ad 2 
(25) 和 eosa=tiV Ind. 


1dd，» 


和 如果 < 在 [0, c] 范 围 内 变动 时 ， 人 >>0， 即 r(s) 是 单调 上 和 了 
烙 , 则 (25) 式 由 根 号 前 取 “十 "过 此 时 <a; 反之 ,如果 5 在 
[0, 6] 范围 内 变动 时 、 co, 即 r(5) 是 单 油 下 降 郊 数 , 则 (25) 
式 中 根 导 前 取 “ 一 ”号 , 放 时 5>e, 知 图 6-H 所 未 
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再 由 定理 1, 从 f(r{s))sin o(s) 二 f(b) sin 4, 解 得 sina 代 入 
《25) 式 ,得 


-~ a 
(6) J VIO 


of 2 Friar 
(0 ola) 
注意 ,如 果 如 图 6-12 那样 ,在 在 suE [9, c] 使 邓 =0, 


那么 , (24) 式 将 分 两 秽 来 积分 , 即 
cf 人 f(r)dr 
bv fo) (fe) sin A): 


”ndr 
+ TT sD. 


又 因为 人 一 coaa aE [0, zx], 因此 一 


航 说 米 , 对 sE[0,c3， 全 -至 多 只 有 一 个 零点 8。， 如 果 对 任何 
sE[0, oj,， 3 =0, 即 r 一 常数 ， 故 @= 常 数 ， 我 们 把 这 些 条 件 
代入 测 地 线 方程 (213 形 米 训 沦 这 个 符 珠 三 角形 ， 由 于 此 情形 太 
特殊 ,我 们 就 不 这 兴起 了 

(五 ) 2 门 上 的 笠 物 与 三 维 蝎 这 ,高 斯 公式 

前 段 讨论 的 基本 电码 是 抓 住 聊 夭 平面 曲线 曲率 在 绒 长 变 分 
公式 中 所 扮演 的 角色 ， 把 岗 线 由 率 的 概念 推广 到 任何 一 个 抽象 
旋转 面 术 *(/) 上 的 曲线 , 并 且 求 得 其 极 些 标 计算 公式 为 

(20) (= 香 +Fn 怨 . 

采用 这 种 办 法 的 一 个 原因 是 因 为 罕 Mz(7) 上 还 没有 "平行 
移动 "的 概念 , 所 以 一 条 曲线 下 上 相 异 丙 点 PP(s)，P(s:) 的 单 
位 切 向 量 太 s) ,tss) 的 方向 莽 也 还 没有 定义 ， 因 此 就 无 法 采 
用 各 欧 氏 平面 部 样 ks)= 9 的 曲率 害 勾 ，( 因 为 daoxAer 表 
示 有 (si) 与 P(s.) 切线 的 方向 差 ， 而 在 M2(f) 上 没有 "平移 "， 
所 以 也 无 法 定义 方向 差 Ao )。 

其 实 , 既然 在 上 面 已 硝 立 了 ks(s) 的 定义 ,当然 也 就 完全 可 
能 反 过 来 用 &a(s) 来 定义 区 si) 和 t(ss) 之 辣 的 方向 差 ， 

(25) 和 (sy 5) =#(33) 和 #051) 的 
方向 莽 


= 全 sad. 
如 加 6-13 所 示 ， 我 们 可 以 把 那个 和 
tss) 之 间 的 夹 角 局 为 A(s1, sa) 的 单 
位 切 向 晤 棋 想 成 是 #8) 沿 着 曲线 厂 由 
图 613 (51) 点 " 平 锣 "到 已 (s:) 点 所 得 的 向 量 ， 


“平移 " 是 依赖 由 曲 钱 栈 的 ! 换 当 .7， 
上 大米 定义 沿 闭 一 条 给 定 曲 线 的 平 
义 下 的 平移 不 能 保证 沿 芽 两 条 具有 相同 的 
1 的 半 移 会 有 相同 的 锁 傈 。 努 外 ,在 跨 氏 平面 土 , 襄 
量 由 4 点 平移 到 号 , 其 长 度 是 保持 不 变 的 。 所 以 我 们 在 MM*( 了) 
土 定 义 于 攀 的 构 称 也 应 省 这 个 性 关 . 

定义 设 匡 是 用 (有) 中 的 一 条 以 村 5 为 始终 点 的 光 谓 
直线 , he(3) 是 六 的 训 地 轴 率 ,对 于 下 下 让 在 且 点 (对 应 s=4) 
2 一 个 急 身 量 v, 它 沿 着 天 由 -44 点 平移 到 吾 点 (对 应 于 5 一)， 

是 虽 民 门 在 吾 点 的 著 疝 量 rr(z)， 其 定义 如 下 

jFr(Cp)| 一 Je ,车 已 经 平移 后 长 度 不 变 . 

(26) | Tr(w) 和 4(5) 的 来 角 ==v 和 t(4) 的 来 角 
人 一 人 as 
注意 , 这 里 是 :5( 7) 的 河 向 量 ， 不 一 定 是 曲线 厂 的 切 向 量 . 
我 们 把 切 向 量 rr(p) (在 号 点 处 ) 称 为 是 与 5 《在 4 点 处 ) 沿 症 
互相 平行 的 . 

[分 本] 了 (i) 采用 上 上述 定 义 , 一 条 测 地 线 矿 的 各 点 单位 切 
河 量 1(3) 是 洲 厂 互 祖 平行 的 , 亦 即 

HM) Fre sa(f(s1)), 

《站 》 如 果 六 是 一 条 封闭 的 光滑 项 地 线 六 oo， 它 的 论点 
好 《对 应 于 s==6) 与 终点 B( 对 谱 于 s=) 相同 , 则 和 (#9)， 
#0)) 应 该 看 成 是 2r。 因 此 4 点 处 向 量 避 经 过 沿 厂 平移 一 周 
后 得 向 量 rrio,61(v)， 再 者 之 间 夹 角 为 x, 即 

如 与 frie,sI(D0) 的 夹 角 一 2 

【ii) 多边形 dd ds 由 # 段 测 邮 线 { 太 i&i 志 员 国 成 ， 

4 是 它 在 . 点 能 外 角 ( 苏 轿 6-14 所 未 ), 虽 


1 


图 6-14 


{27) Vd ror ra":0rr (0) 


之 闻 的 夹 位 一 2z 一 开 aj. 


[说 明 ] 令吉 是 TT 在 4 点 的 单位 切 向 量 , 栋 是 站 ;在 
A444 点 的 单位 切 向 量 (4441 一 44), 则 外 角 0 二 之 ( 纺 -1, 和 i), 而 
从 =rrirr( 鸭 、 又 因为 都 是 训 地 线段 ,它们 的 测 池 曲率 
一 0。 再 利用 (26) 式 , 把 取 为 五 , 便 可 以 控 导 出 (27) 式 . 

(iv) 设 厂 ={P(5) 1e<s<b} 是 一 条 光滑 交 疾 闭 葡 线 , 则 
(#4), 6)) 应 该 各 成 是 2r， 因 此 

Ler(t(o)) HG) 一 2 一 | kals)ds, 


设 临 线 多 边 形 4 4 4。 四 # 自 光滑 曲线 {T1111 
连接 而 成 , a; 总 它 在 角 点 4 的 外 角 , 则 有 
(28) 局 和 TreoTrraorri(z) 


2 of hs), 
如 果 用 从 表示 多 边 形 44:…4 所 周 成 的 区 域 , 我 们 可 以 
把 总 J 和 (eds 改写 成 ] 3pss(s)ds, 其 中 92 表示 区 减 妇 的 
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地 失 . 
定理 2 好 周 6-15 所 
征用 下 壕 公式 成 立 


号 全 -fk ds 


对 于 MM) 中 的 区 城中 发 其 边 


=||Jga4. 
a 
其 中 
一 站 
并 人 的 一 fr) 6-15 


岂 做 MC 有 ) 在 (7 ,的 点 的 二 维 划 这 , 4A=f (r)drA 作 a0 是 
2 的 面积 雹 素 、 

[证 明 】 

(10) foot) ds= fo, tdatf (a0 


= 三 iaat aa fC)qe. 
不 难 由 a 和 外 角 0; 的 定义 看 出 


(31) 站， dat EE a2n, 
(这 个 求实 不 是 她 然 的 ,详细 证 明 可 参阅 有 关 微 分 几何 的 节 , 例 


如 W. Klingenberg 著 《A Course in Differential Geome- 
try》 第 六 章 .)》 
其 次 ,由 Green 定理 可 得 


(33) fr [frar ra) HY dA 
Bi 2 on 


《四 为 人 的 呈 和 (于 的 " 横 红 称 " ,由 图 6-16 容易 知道 ， 
MMS) 的 而 积 元 素 d4 二 rjdrAd0.) 铺 合 (30), (31), (32) 
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/ A 式 , 即 得 

Pr Le n 

yy (29) a7-£ 0 {tecsyas 
> 人 


， ee 
图 5-16 a 
[ 注 ] 上 述 曲 认 一 一 天 Mf) 在 (7, 提 点 的 二 


维 曲 这 , 它 是 二 维 空间 的 基本 局 部 几何 旦 , 即 高 斯 曲率 在 MX 站 ) 
这 种 特殊 曲面 的 情形 ， 公 式 (29) 也 就 是 著名 的 Gauss-Bonnet 
公式 ， 


第 二 节 ” 欧 氏 , 球 面 , 非 欧 几何 的 统一 理论 


在 本 章 开头 我 们 已 指出 , 欧 氏 , 球面 . 非 欧 这 三 种 古典 几何 
的 “共性 "是 都 具有 租 同 的 倒 合 公理 ， 也 就 是 关于 完 间 中 任 一 方 
向 它们 都 是 成 反射 对 称 的 ， 另 外 ,我 们 从 上 节 的 例 1 知 ,二 维 的 
欧 氏 .球面 与 非 歌 空间 都 是 齐 性 抽象 旋转 面 ,现在 有 了 关于 抽象 
旋转 询 的 两 个 基本 定理 1 和 2, 就 容易 用 玉 解 答 上 述 三 种 几何 
的 种 种 基本 问题 ,首先 ,让 我 们 推导 齐 性 抽象 旋转 面 的 礁 一 性 定 
理 ， 

定理 3 设 M*(/) 为 一 齐 性 抽象 旋转 面 , 则 


C1) eo, fA) Fr sinV Er 


| c<C0 了 DY 一 re 


I50 。 


[证 明 ] 首先 ,我 们 评 明 对 M2( AD) 中 任 辣 两 点 已 和 三 成 
章 下 (PP)= 二 KLP ))， 这 下 说 涛 KK 是 一 常数 . 
设 旭 中 包含 已 点 的 一 个 区 域 ,由 定理 2 知道 


(29) 27 -Bo [teds=]|K 44. 
"1! 0 站 


上 述 等 式 的 左边 是 明确 的 几何 置 ，( 外 角 o 和 测 地 曲率 k。 都 
是 几何 量 ,) 男 外 ,因为 M:( 门 是 齐 性 的 , 则 存在 一 保 长 变换 p， 
使 p(P)=P', Pp(42)= 人 2'， 显 然 P'E8', 但 是 角度 a; 及 测 地 
曲率 都 是 经 过 保 长 变换 不 变 的 ， 所 以 (29) 式 左边 经 保 长 变 搁 是 
不 变 的 ,于 是 得 到 


ff gpaa={) KPa4, 
a Er 


我 们 再 令 信 舌 8 收缩 到 了 点 , 则 对 应 的 8' 收缩 到 五 点 ， 由 上 
式 就 可 得 到 K(P) 二 KK(P'). 这 说 明 氏 是 常数 : 设 其 值 为 c， 
即 MM?*( 了) 的 特征 攻 数 需 满 足下 烈 二 阶 常 微分 方程 

(34) frtr) Feflr)=0. 
再 由 f《7) 所 满足 的 初始 条 件 f(0) 二 0, 和 f(0)=1, 就 得 出 
大 站 必须 是 (33) 一 (区 ) 所 给 出 的 那些 泡 数 . 

二 述 定理 简单 地 解答 了 章 性 抽象 旋转 面 的 唯一 性 问题 , 因 
上 也 解答 了 欧 氏 平面 .球面 , 非 欧 平面 的 唯一 性 问题 , 详 言 之 ,一 
个 具有 登 合 公理 的 二 维 空间 , 或 说 一 个 关于 任何 方向 (直线 ) 成 
反射 对 称 的 二 维 空间 , 必 为 齐 性 抽象 旋转 面 ( 见 上 节 中 例 1) . 四 
此 由 定理 2 知 其 特征 函数 只 有 三 类 ,并 且 为 其 曲率 常数 六 所 只 
一 确定 。 当 下 =0 时, 即 为 欧 氏 平面 : 久 >>0 时 ,为 球面 ; 久 <0 
时 ,为 非 吹 平面 , 国 而 也 解决 了 葡 氏 平面 . 球面 . 非 欧 平面 的 唯一 
性 问题 。 


5 。 


定理 4 (Bolyai 绝对 自强 定理 ) 村 于 欧 氏 ,球面 或 非 欧 平 
和 下 的 全 囊 人 A486， 局 有 
(35) sinB_ sinG 


wb ec 
[证 明 ] 因为 吹 氏 、 球 曾 或 非 欧 平面 痢 是 者 作 扩 象 放 转 面 ， 
2 了) ,所 以 我 们 可 以 把 4, B,C 中 代 一 点 看 作 O 点 ( 即 旋转 
中 心 ) 而 对 它 送 用 定理 1 的 控 论 1, 即 有 


sinA4_ sinB_ sinC 


Fa FE) fF) 

另 一 方面 ,以 O 点 为 图 心 ,为 六 各 (在 M: CA) 上 ) 的 回 周 长 为 
27f(r), 政 将 上 式 分 母 分 别 鞠 上 2 妈 得 (35) 式 ， 

[ 注 ] 上 面 的 讨论 实际 上 也 证 明了 座 氏 . 正 欧 或 球 空间 (三 
维 者 ) 中 关于 球面 的 三 角 公 式 (主要 是 指正 雯 定理) 因为 只 需 把 
球面 作为 这 三 种 空间 中 的 抽象 旋转 面 即 可 ， 这 种 证 明 当 然 是 不 
依 项 于 平行 公设 的 ， 特 别 在 三 维 欧 氏 空间 中 的 有 关 球 面 三 角 公 
式 ( 即 第 四 意 中 所 提 到 的 正弦 定理 、 余弦 定 型 等 等 ) 的 证 明 是 可 
以 完全 不 依赖 平行 公设 的 .当然 ,第 四 章 中 的 证 明 方法 利用 了 
平行 公设 .) 

我 们 对 于 欧 氏 (平面 ) 几何 与 球面 几何 已 比较 熟悉 , 这 里 不 
再 如 以 研讨 了 ， 下 面 我 们 利用 定理 3 和 4 来 导出 一 些 有 关 非 欧 
《平面 ) 几 何 的 漂 实 . 

首先 , 从 定理 3 知道 , 非 欧 平面 上 的 二 维 有 曲率 久 <0, 令 
太一 一 部 ;因此 f(7) 一 sh 天 ,因为 在 M*(f) 上 ,半径 为 的 
图 内 长 为 2r7j(r), 床 以 得 到 

推 抢 1 不下 平面 上 上 半径 为 的 回 同 长 为 2xh sh 二 ， 其 中 


六 是 一 个 正常 数 . 


其 次 , 设 和 ABC 为 韭 附 平面 上 的 一 个 三 角形 , 由 (29) 式 大 
去 线 的 测 虹 肌 率 名 .二 0, 沪 


(36) sa ||KdA4=— i 去 dA 
A 


= 一 去 (人 48C 面积 )， 


时 中 gi(i=1, 2, 3) 表示 入 ABC 的 三 个 外 骨 , 显然 ， 
去 二 一 aa， 一 二 一 cz， LO=7 0s. 
因此 由 (3 的 过往 公 
(2Z4+LETLCC)-r= 一 让 (和 ABC 面积 ) 
或 
(37) 入 :18C 首 积 Ai 一 (人 L4TAB+AC)] 
我 们 扎 < 一 (人民 4 十 8 二 OO) 称 为 和 4BC 的 角 吾 ， 因 此 得 箱 
推论 2 非 欢 儿 何 中 三 角形 的 面积 与 角 避 也 成 正 击 ， 和 圣旨 地 ， 
非 欧 儿 何 巾 任何 沽 角形 的 潭 积 不 能 超过 x 各. 
另外 ,从 (37) 式 立即 互 知 上 >A4 十 LB 于 CC, 这 就 是 瑟 
们 所 妇 逢 的 韭 歇 几何 中 任何 三 角形 内 甬 和 小 于 平角 的 事实 
下 面 我 们 较 详 缉 地 研讨 一 下 非 欧 三 角 的 公式 ， 
首先 由 Bolyai 绝对 开张 定理 及 定理 8 知 , A(r) =Ash 闵 ， 


即 得 韭 欧 止 弦 二 理 

(38) MA sg sing., 

其 次 , 我 们 利用 定理 1 的 掉 论 2CM*(f) 二 的 余 骇 定 阳 ) 把 
Ar) = Rh 代入 公式 局 ) 中 , 斑 行 积分 漂 化 简 , 使得 非 欧 六 
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西 上 的 本 中 定语 体征 生生， 读者) ， 
(39) ch 到 -ch 去 sh .sh 全 .cos -4， 


注意 ,我 们 利 肛 (24) 式 时 ,不 妨 侦 设 名 >0， 政 此 时 被 积 遂 


数 中 根 由 前 取 “十” 号 ,因此 cos 4<<0. 故 在 化 简 时 应 取 cos 4 
二 一 V1 一 sin74 .这 点 需要 特别 留心 ! 

利用 非 网 正 蓄 定理 和 余弦 定理 (38) 及 (39) 式 ， 可 以 讨论 非 
欧 直 角 三 角形 的 边 角 关 系 , 设 人 ABC 是 直角 三 角形 , 其 中 CC 
为 直角 ,那么 成 立 下 述 十 个 公式 ， 


[3 Co 
sh Sin 责 sin 4， 


也 县 = sh 下井 才 ， 
th sh tg8, 
np) | 中 有 中 忆 ， 
0 
th 记 = 外 证 cos 有 8， 
th = th 站 cos 4 
8 


cos B= ch 到 Sin A, 


cos A= ch sin 


{ch 至 = ctgA:ctg B, 
《 痰 者 补 证 之 .) 
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下 沿 息 们 介绍 Jiogauescsri 范 数 的 她 念 . 
刀 何 中 共 面 两 射线 吾 了 与 CE 在 直 线 BC 同 倍 且 不 
得 在 LACB.4 内 部 任 -- 


Ce 

线 有 BD 必 与 CF 相交, 则 称 了 

射线 互信 于 行 二 5 全 记 作 、 信 A 

如 4 AN CB ， 各 图 6-17 所 示 ， 

这 里 需要 注意 ， 射 线 百 了 半 行 E 
pa C Dp 


于 CD， 但 是 射线 甩 请 并 不 平 
行 于 DC 当 BCLCE 时 , 称 
戏 段 BC 为 CB.4 的 平行 距 , 称 LACBA4 为 线段 BC 的 备 行 
角 ， 显 然 如 果 户 字 // EC 方 ， BCLCD, 我 们 作 关 于 BC 的 一 个 
轴 对 称 得 他// CDP。(D', C, DD 是 共 线 的 ) 由 /WN ( 即 非 欧 
平行 公理 ) 立刻 可 知 平行 角 LCB4 必 为 锐角 , 因此 4，B, 4 
不 在 同一 直线 上 ， 换言之 BA 与 B4' 是 不 同 的 直线 ,如 果 记 直 
线 CD 为 1, 把 射线 万 人 NG 方 称 为 审 线 B84 灌 5 方 方向 平行 
于 1 记 作 8B4 Ni。 那么 直线 B4 沿 CD 方向 平行 于 1 记 作 

日 41//1、 这 就 是 第 五 意 第 一 节 提 到 的 左 .有 平行 线 的 概念 ， 
设 ZCBA=a, 平行 距 BC 长 度 为 x， 我们 可 以 把 平 
行 角 a 作为 平行 距 x 的 函数 ， 记 作 c=x(x)， 此 函数 称 为 
Jio6auesckzz 画 数 ， 现 在 我 们 来 求 


图 6-17 


人 这 个 函数 多 解析 表达 式 ， 它 充分 反映 
， C 了 韭 欧 几何 的 特性 ， 

首先 我 们 把 平行 概念 作 如 下 设 
局 5 想 , 设 有 直角 人 入 ABC, 其 中 LC 是 直 


和 角 ， 当 边 CB 的 长 度 趋 于 无 限时 ,或 

图 6-18 说 当下 点 治 5 房 赵 于 无 穷 远 时 ,由 

BW TB 因此 ，LL4 一 e 就 是 平行 角 ，4C= 就 是 平行 距 ， 
+ 155， 


我 们 知道 直角 和信 4BC 有 如 下 边 角 关 系 ( 见 公式 (40) 中 第 三 
式 ) ， 


a a 
th Sh 万 tgA. 


体 是 当 “ 一 ee 对，th 居 一 1， 国 此 对 于 平行 角 “ 及 平行 距 6 来 
说 成 立 


所 以 


加 


:pg (et er) -1= 
tg Stigs (e 2 1=0, 


(tg Se (ts te =0, 
所 以 


(图 为 tg 上 >0, 改 二 下 = 一 ce 二 <0 的 解 不 全 要 求 ,) 记 平行 中 
为 x, 即 得 Jiogaweecgig 图 浆 的 解析 表达 式 为 
(41) Qa{%)—2 arc tee 到 


由 此 可 知 ,平行 角 Q 是 平行 距 x 的 单调 下 降 函 数 。 

下 面 简单 介绍 一 下 非 欧 解析 几何 学 . 

有 有 了 一 大 好 用 易 算 的 非 欧 三 角 公 式 , 即 非 吹 正弦 定理 , 余 东 
定 翰 及 泊 骨 三 角形 的 边 各 关系 公式 (40)， 就 不 难 把 非 吹 平面 化 
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栎 化 ， 然 后 用 解析 法 来 研讨 各 种 非 欧 几何 的 问题 ， 这 就 是 非 些 
解析 几何 学 ， 具 体 地 我 们 可 用 以 下 方式 
杰 建 立地 杯 标 ， 

没 Da，Do 是 者 欧 半 面 上 两 条 互 
相 正 交 的 直线 。 我们 把 交点 O 作为 虚 
点 ， 押 直线 Qu，0Ov 作为 些 标 轴 , 建立 
直角 坐标 系 如 下 

设 卫 为 韭 欧 平 面 上 任 一 点 ， 作 国 6719 
PPoLOu，PPutOv (P,，Py 分 别 为 王 足 )， 把 OP. 长度 记 
为 芒 把 OP。 长度 记 为 2。 我们 称 一 对 有 序 实数 , (z, 如) 为 忆 
点 的 轴 从 标 . 

首先 我 们 来 感 立 此 坐 款 系 下 两 点 之 闻 的 距离 公式 ， 

设 OP=0, LPOP,=o， POP,=B， 如 图 6-19 所 示 ， 
则 e 十 8= 寺 ， 因 此 cos B=sin a、 再 由 (40) 式 中 的 第 六 式 , 便 


得 


也 羡 
COS 了 二 一 » 
| 
(42) | 
站 万 
\gn = 4 ， 
th 万 


外 


2C_ 2 td Ta 2 
国 此 th* -E 二 (人 +th* 天， 如 果 假 设 


u 一 th 也 
(43) 2 一 了 由 下，Y 一 和 有 ， 
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称 有 序数 对 (Y, 切 为 已 点 的 Beltrami 华 标 *， 那 么 由 (42) 式 知 


cosc= 一 一 ， sing= 2 ， 二 y 二 th 于 
th 一 th 
R 和 
将 直 一 一 =1 一 t 瑟 ， 鲁 竺 
ho 
1 
(44) cv 


设 己 :和 已 :点 的 Beltrami 促 标 分 别 为 (xit， y1) 和 (xz, Ja)， 
令 OP,=0,OP,=c:, PP=c: 人 LPOP:=Y, 那 么 Y 一 az 一 0 
《如 图 6-20 所 示 ). 因此 
cos Y=c0s (co 一 on) 


一 CO8 ga cos ts 
十 sin 0 sin Gy 
再 对 八 P,OP, 利用 余弦 定理 


ch =ch .eh 


R k 四 


图 82 一 sh 全 sh 全 eos YY 


并 利用 公式 (42) ,(43), (44), 经 过 计算 便 得 已 ，P, 两 点 之 癌 
的 距离 计算 公式 
(45) ch 


e 1 一 xz 一 2 
RV xy 
下 面 利 用 (和 5) 式 来 建立 非 欧 平面 上 直线 的 方程 ， 我 们 仍 采 
用 Beltrami 些 标 ， 
Jo5aqencKH 和 函数 容 县 正骨, 给 出 实 烙 序 对 (x， 3)， 当 x2 十 ?2 一 1 时， 
下 
zP/AOP/IPpP， 轩 此 当 xz2 十 ?3<<1 时 ,给 出 有 序数 对 Cx,y) 就 能 


已 知 直 线 1， 自愿 点 向 1 作法 线 ON, 其 中 图 是 重 足 。 令 
ON=p, LANOu=0, 
如 长 | 8-21 所 示 
讼 尸 点 邱 直 线 ! 上 的 动 点 ， 其 
Bejtrami 仆 相 为 {x, 2) 全 OP=c， 
PoOr=P， LPON=Y, 
则 p== 记 一 a, 由 直角 APON 的 边 


二 


也 天 一 = 由 证 cos ?一 二 廊 Ceos(B 一 oa) 


=cos thf cos htsina ht sin 


=cos th 证 sine th 至 
=cos %* x+sin yy, 

上 我们 得 到 结论 ， 

非 欣 平面 上 的 直线 1 的 法 式 方程 为 


四 


Xicos CC 十》 sina=th 邓 ， 


其 中 上 总 法 线 与 4 轴 间 的 夹 戎 , 是 原点 到 直线 1 的 距离 
(x, 3) 是 直线 上 动 点 已 的 Beltrami 坐标 ， 由 此 可 知 , 在 非 
欧 平 而 上 , 取 Beltrami 坐标 以 后 , 直线 是 一 次 方程 ， 内 此 在 非 
欧 平 面 上 直线 的 一 般 方 各 为 
Ax+ By+C=0. 

直线 方程 ， 再 运用 非 欧 三 角 公 式 就 可 以 完全 建立 北欧 
,所 就 是 说 ， 我 们 可 以 用 计算 来 讨论 非 政见 何 问 题 ， 
答 了 奏 歇 几何 体系 本 身 的 存在 性 问题 (或 称 由 容 性 问 


人 了 二 
解析 儿科 


题 尹 
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最 后 , 我 们 利用 抽象 旋转 面 ME 门 = 人 tr 8)1ds2 一 dr 十 
+ACr)igE} 来 讨论 一 下 三 种 占 典 几何 的 范围 ， 当 二 继 由 率 
玉 ==} 成 不 <<0 时 ,地 欧 氏 , 域 非 吹 几 倍 时 ,特征 洲 数 用 7)=r 或 
sh 二 加 北 灶 作价 7>0, /Cr)0 所 以 欧 氏 平 而 或 非 区 
平面 都 起 可 以 伸展 刘 无 根 远 处 去 的 ， 但 是 当 >0 时 ， 
f(7) = sin 二 ,最 然 玫 hr) 一 0, 因此 对 r=hr ,0D<29 不 表 
未 -一 条 急 线 ( 纬 线 ), 因为 此 时 其 弧 长 为 零 ， 如 果 把 它 作为 一 点 
看 待 ,所 得 的 旋转 面 治 佑 就 是 以 有 为 半径 的 球面 , 请 读者 自 证 
之 


习 题 


1， 试 将 Ar) 的 三 种 可 能 形式 ,可 (7) =7 ,sin 有 
和 sh 二 代入 MA) 中 的 余 戈 定理 (24) 式 , 求 出 三 种 十 与 几何 
中 前 余弦 定 型 ， 
2 .利用 非 欧 儿 何 中 正统 定理 租 余 坊 定 理 导出 非 欧 直角 
三 角形 十 个 边 角 关 系 的 公式 , 即 (49) 式 , 美 似 地 导出 球面 几何 
中 实 角 三 角形 的 边 角 关 系 
3， 试 证 ， 在 非 欧 直角 二 角形 中 , 设 4, BB 为 两 锐角 , 则 
成 立 
cos A=T(a) sinB, 
eos B=7(b) sin .4, 
TO) ey T(%) 是 Jiobaacackni 通 数 . 
4. 试 证 任 充 分 小 的 区 威 呆 非 欧 儿 条 与 罗氏 几何 设 有 差 
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绚 , 即 洒 束 》 


呈 证 


《提示 ， on sh 元 ， cos 证 一 中 六 .) 


6、 次 护 象 曲面 4 一代 x, yds 一 全 (dx*+dw)} 


(7y>0) 上 有 一 族 曲 线 Te x(5,4), ys 4))| as 时 ， 
它们 的 始终 点 相同 , 且 8 是 Pi 的 弧 长 , 即 成 立 


A +) ,~ 
” 试 证 本 台 长 的 第 - … 变 分 为 
L(u) |, =- 一 ee oh) Vy>ds, 


其 中 成 s) 是 在 s 点 的 单位 法 商量 ,六 泉 变 分 向 量 场 ， 
即 
1 92 。 
一 下 er 号) 
?7. 试 证 曲面 W 和 Jy 之 0 上 的 象 是 区 
心 在 守 输 于 与 x 轴 正 交 的 半 由 (或 半 直 线 》 说明 曲面 旭 是 非 
殉 ( 平 面 ) 几 何 的 一 个 模型 ( 称 为 Poincare 模型 )， 
时， 设 非 欧 平 窗 革 两 条 直线 的 方程 为 
dx 十 有 yy 十 Ci (f=1, 2) 
其 中 《x ,wy) 是 动 点 已 的 Beltrami 华 标 
南下 式 决 证 


, 试 证 其 实 盘 外 
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PT Be 
于 此 可 知 , 辣 条 直线 焉 交 的 充 贰 条 件 是 
A BB -CiCi= 0. 
9， 设 有 韭 胸 平面 上 两 点 P(X 91) 及 Pa(za， ys), 其 
中 (x, y) 是 Beltrami 从 标 ， 试 证 己 UP, 之 间 的 距离 c 为 


Ds 
Dutv 下 一 DCo 
其 中 万 5 一 对 才 好 一 1， 刀 一 地 十 坦 一 1 
Dis=x1%s yiys 1, 


= Jog 
c= log 
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第 七 章 ”射影 性 质 与 射影 几何 


几何 学 的 研究 到 了 十 九 世 纪 中 期 又 有 了 新 发 展 ,J. 
Poncelet{1788—1867), J. Steiner (1793—1863), Von Staudt 
(1798 一 1867) 等 人 的 著作 , 有 系统 地 把 早先 Kepler (1571 一 
1630), Desargues (1593—1662), Passel(1623 一 1662), 等 人 
的 想法 和 结果 发 展 成 内 容 丰 富有 的 射影 几 箱 学 (Projective 
Geometry ). 

射影 几何 学 所 研讨 的 课题 是 空间 (或 平面 ) 的 射影 性 质 ， 什 
么 是 射影 性 质 呢 ? 那 就 得 先 介绍 -- 下 射影 变换 这 个 几何 思想 ， 
因为 射影 性 质 的 定义 就 是 那 种 
在 射 形变 换 之 下 保持 不 变 的 几 0 

设 zw, rs 是 空间 的 两 个 AAAXNA 和 
相 异 平面 , O 点 是 fu rs 之 外 
的 一 个 定点 ,如 图 ?-! 所 示 . 我 \» 

们 可 以 定义 一 个 以 OQ 点 为 “ 透 
视 中 心 ”, 把 x, 上 的 点 投影 到 图 71 


本 上 的 点 的 且 身 ,mr9 zs 时限 以 点 为 心 .从 到 x 的 下 
讽 投 影 ; 


A 


《 人 
1 
设 也 Ez 和 PsExs 是 对 应 点 , 则 OP,Ps 共 线 ， 
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射 亚 变 
应 )。 
一 个 平面 几 杂 的 性 质 或 事物 , 如果 在 任何 透视 投影 下 保持 
不 变 【 当 然 在 它们 的 组 售 之 也 是 保持 不 变 的 )， 就 岂 艇 种 射 
影 性 质 或 事 | 是 直线 ,或 说 共 线 的 点 列 
的 投影 仍 是 二 这 
化 的 二 次 锥 线 , 所 尺 它们 都 是 射影 几何 讨论 的 事物 ， 其 次 ,两 线 
相交 , 相 切 , 三 点 拱 线 ,三 线 共 点 等 等 都 是 射影 性 质 , 但是, 长 
讼 、 角度、 面积 等 几何 量 则 并 非 役 影 不 变 的 , 所 以 也 就 不 是 射影 
性 质 、 从 工 而 简要 的 介绍 可 以 看 到 ， 射影 几何 学 所 研讨 的 是 一 
些 比 长 庆 . 角 度 等 度 有 最 几何 性 质 亚 加 某 本 的 几何 性 质 , 因为 射影 
性 质 的 唯一 特征 就 是 在 投 六 { 或 射影 变换 ) 之 下 的 不 变性 , 所 以 


加 是 由 人 了 腿 个 深 视 技 水 所 红 人 台面 成 的 变换 (或 浆 对 


射影 变 痪 当然 就 是 束 个 射影 几何 学 的 "主角 "了 ! 
但 是 上 面 所 描述 的 透视 投影 沿 有 不 足 之 处 , 还 需要 引进 适 
冠状 无 缺 ! 现 分 林 如 小: 


当 的 概念 来 如 以 补充 ,使 之 
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这 @ 点 分 昼 作 和 1 za 学 行 的 则 下， 设 节 站 as 


个 


(1 > 


空间 的 平行 线 族 逐 
吉 定 义 为 其 所 对 庇 的 那 
补 这 了 xow 后 的 守 何 叫做 射影 空间 ， 相 应 全， 社 

力 7 且 的 平面 x 叫 数 一 个 身影 平面 , 记 作 


(2) a = UR, rN. 
对 于 如 于 下 这 样 扩 究 的 射影 平面 x 和 《于 二 zs U 访 ))， 就 
训 以 把 透视 摄影 扩充 得 完善 光 据 了 , 即 

G) 于 
而 射影 几何 的 精 要 作 一 简明 的 介绍 ， 主 要 在 了 
木 方 活 和 党 于 启 法 性 的 几何 思想 


说 明 章 影 几 何 和 
第 一 节 射影 性 质 与 射影 几何 定理 的 
几 个 臣 本 实 移 
二 末 我 们 简单 地 介绍 了 一个 新 的 几何 观点 , 那 就 是 负 影 灾 
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换 与 射影 件 质 。 在 这 剖 的 第 
新 的 工作 ,用 新 的 射影 观 


节 , 就 让 我 们 先 来 做 一 血 温 故 乱 
习 一 下 原先 的 欧 氏 儿 何 知识 . 


一 、Pappus 定 理 


时 在 纪 苑 三 百年 左右 ， Pappus 就 发 现 了 下 述 醒 人 二 味 的 
定理 (《 参 疯 第 一 党 ); 

在 平面 上 任 给 陆 条 和 直线, 产 上 分 别 任 取 三 点 4， B;. C， 
和 4 BC 令 PP,Q, 民 分 别 是 41Bs 和 A4; BI， A! Cs 和 
Ci BC 和 BC 的 已, ,RR 二 点 共 线 ( 见 图 7-3)。 

在 第 王 章 之 本 , 我 们 把 
它 的 向 量 法 证 明 列 为 可 题 ， 
现在 让 我 们 用 射影 的 观点 来 
研讨 它 的 证 明 ， 

[分 析 ] 

(i) 上 述 Pappus 定 理 
的 叙述 中 只 涉及 了 点 线 关系 
二 点 直线 等 ,它们 都 是 在 
:Pappus 定 理 其实 


是 射影 几何 中 的 一 个 定时 ， 

《ii) 既然 Pappus 定理 这 个 命题 是 在 射影 变换 之 下 不 变 
的 ,那么 是 不 龙 可 以 适当 地 冯 用 射影 变换 , 把 它 变 成 一 种 比较 容 
易 证 明 的 基 种 特殊 形式 呢 ? 仍 恕 可 以 的 话 , 我 们 也 就 可 以 把 它 
的 证 明 归 平 这 种 易 证 的 特殊 形式 米 加 以 解决 . 

《iii) 令 图 7-3 所 示 的 上 ,4 所 在 平面 为 x 在 zf 之 外 任 
点 9 令 口 ,已 ,所 定 的 吾 抽 为 z, 荐 年 取 不 过 加 点 多 
每 开平 行 的 亚 面 了 sa， 我 们 以 天， 攻 ， 和 ， 如 等 表示 西 7-3 中 
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各 线 , 点 在 透视 投影 玉生 映射 之 下 的 象 ， 册 上 述 作 图 


着 出 ， 
P',Q'E Bc? 
因此 ,我 们 所 要 证 的 命 古 归 续 为 证 明 R' 也 属于 [多 
总 绪 上 面 的 耸 析 ，Pappnus 定理 的 证 明 可 以 归于 下 述 特 丈 
形式 的 Pappus 定型 来 加 以 证 明 : 
没有 A!, Bf CE 人 大 有 C4E ;而 且 有 
ABN ABI NAC AC!, 
求证 BICif BiC! 
[证 明 ] 如 图 7-4 所 示 ， 设 上 与 在 相交 于 0’,O0’Bi= 
EOC = 因为 O72 与共 线 ; 中 与 十 共 线 ,所 示 
TA, SA! = 
再 由 假设 41 Bf 44 Bt 及 相似 三 角形 定理 即 得 ， 
(4) OB =407A! = Apd). 
同 理 , 由 41 CEA ALC!, 即 得 
{5) 0 
由 4h 二 4 及 (4), (5) 式 ,得 知 LO’ BLCI 和 LJO'Ci BI 有 一 
公共 角 而 且 两 夹 边 对 应 成 比 合 , 豚 以 它们 相似 , 亦 即 有 
BICI# BiC!. 


Bt 
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二 、Desargues 定理 

设 有 4ABC 和 4AiB'C', 着 其 三 对 对 应 顶点 连 线 _ AA 
BB', CC' 夫 交 于 一 点 , 则 其 三 对 对 谍 边 的 交点 共 线 (如 图 ?-5 
所 示 )， 反 之 , 若 其 三 对 对 应 边 的 交点 共 线 , 则 其 三 对 对 应 点 的 
连 线 共 点 . 

[证 一 ] 《i) 上述 定理 其 实 包 括 沿 个 互 逆 的 命题 ,而 我 
们 只 需要 证 明 其 中 之 一 , 其 男 一 个 命题 可 以 把 已 证 者 改 用 到 
LAA4'Q 和 4BB'R 上 去 邯 可 直接 推论 而 得 . 


园 T-6 


(ii 我 们 也 可 以 象 前 述 对 于 Pappus 定理 的 讨论 一 样 , 运 
用 适当 的 透视 投影 ,把 革 述 定理 变换 成 P, QE 1 的 情形 ,然后 
只 要 再 去 证 明 情 也 必须 属于 1。. 

Desargues 定理 的 特殊 情形 ， 设 

ABY A'B’ 和 MACH AC’, 

则 BC 和 BC 亦 必 互相 平行 (如 图 7-6 所 永 )， 现 证 明 如 下 : 

由 假设 
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(6) AOAB~AOA'B’, 
AOAC~AOAC', 
少 祖 似 .角形 定理 即 得 
O04 _08. 
OA OB’ 
0 { 2 oc 一路- 线 
D4 ~ OC’ 
再 巴 相 似 三 多 形 的 道 宝 理 , 即 有 
(8) SOBC~IOB'C’. 
所 六 BCf BC 


[证 二 ] (i) 在 空间 之 中 ,车 有 不 共 面 的 两 个 41B1C 和 
人 了 ABC， 而 且 414, Bi;B8, CIC 这 三 对 对 应 顶点 连 线 交 于 一 点 
O, 则 不 难看 到 它们 的 三 对 对 应 边 的 交点 都 总 当 在 这 两 个 三 角 
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形 分 别 所 张 的 两 个 平面 zt 和 ms 的 交 线 上 (如 图 ?7-? 所 未 ), 所 
以 这 三 个 交点 共 线 ， 这 就 说 明 对 于 不 共 面 的 人 4, BiC, 和 
24BC,Desargues 定 垦 本 质 上 是 点 , 线 , 面 在 空间 中 交规 关系 
的 直接 锥 论 ! 

(i》 对 于 共 面 的 JAABC 和 JA'B'C' 的 Desargues 定理 ， 
可 以 好 于 上 述 (书证 的 ) 不 共 面 的 策 形 来 加 以 证 明 . 


图 7-8 


在 448C 和 了 4A'B'C' 所 在 的 平面 x 之 外 任 取 一 点 Oi， 
职 第 OO1, 然 后 在 线 正 OO 上 再 任 取 一 点 Of , 令 
O14 和 O14 的 交点 为 Ai， 
(9) 018 和 O18B' 的 交点 为 B,， 
KOC 和 OLC’ 的 交点 为 Ci. 
(4A1B1C! 所 在 的 平面 为 x ,如 图 7-8 所 示 .) 则 由 所 作 ， 
LABiC1 和 AABC 的 三 对 对 应 顶点 连 线 交 于 人 ;点 ; L441 BC 
和 4A'B'C' 的 三 对 对 应 顶点 过 线 交 于 Of 点 . 
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令 1 为 二 和 za 的 安 截 线 , 了 P,Q, 刁 分 别 是 
AiB, 和 AB; AC1 和 AC; BC BC 

的 交点 , 则 了 , Q ,RR 者 属于 1， 其 次 , AA41 4 和 A4BB1B' 不 
共 面 , 而且 其 三 对 对 应 边 的 交点 分 别 是 共 线 的 〇 , O,, Oi, 所 以 
它们 的 三 对 对 应 顶 点 连 线 共 点 , 亦 即 41B81 和 4’B' 也 交 于 了 
点 ， 同 理 也 可 以 证 明 AyCy 和 A'C' 交 于 QQ 点 ; BiC: 和 B'C' 交 
于 民 点 ， 这 样 就 证 明了 LAABC 和 A'B'C' 的 三 对 对 应 边 的 
实 点 共 线 ,因为 它们 都 是 属于 1 的 了 P,Q, Ri! 

[证 三 ] 我 们 也 可 以 用 Pappus 定理 直接 推导 而 得 De- 
sargues 定理 . 如 图 7~9 所 示 , 4PQR 和 P'Q’R' 的 对 记 顶 点 
连 线 共 交 于 0 点 ,它们 的 三 对 对 应 边 分 别 交 于 4,B8,C 这 三 点 ， 


图 19 


我 们 可 以 分 别 对 于 下 列 三 组 分 居 两 条 直线 的 六 点 点 集运 用 
Pappus 定理 ,可 得 
{Q.Q',0; 5 ,RR,Pl= 这 A,T,U 夫 线 ， 
《10》 [ee S$,R', QH 一 >B,T,V 基线; 
{QT,P; U,S .VV 一 .A,B,C 共 线 . 
[ 注 ] 我 们 来 比较 一 下 证 法 一 和 二 的 差别, Desargues 定 
理 只 涉及 型 直 线 共 点 和 点 共 线 的 问题 , 因此 是 属于 射影 几 亿 中 
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的 一 个 命题 ， 我 们 可 以 只 采用 点 , 线 、 而 的 交 截 关系 来 证 明 它 ， 
这 就 是 证 法 二 中 所 采用 的 方法 ， 但 是 , 在 证 法 二 中 是 先 证 空间 
的 Desargucs 定 寻 .然后 再 证 斑 面 的 Desargues 定理 的 ! 证 法 
一 (本质 上 证 法 三 也 如 此 ) 是 直接 利用 一 个 射影 变换 把 它 变 成 一 
种 特 珠 的 形式 来 加 似 证 明 的 . 而 对 此 特殊 形式 的 (平面 ) Desar- 
gues 定 娠 的 证 明 彩 用 了 相似 形 , 即 把 此 平面 在 成 欧 氏 平 面 ( 好 
此 平面 其 有 度量 性 质 ) 来 加 以 证 明 的 ! 其 实 ,如 果 我 们 利用 平面 
上 的 广 量 性 看 , 直 淡 就 可 以 证 明 Desargues 定型 的 - 般 形式 ， 
不 过 证 明 过 释 出 上 述 证 法 一 麻烦 得 多 。 但 是 在 平面 二 只 用 联结 
公理 是 不 能 证 明 Desargues 定理 的 (参阅 Hilbert 著 《几何 基 
础 》 第 五 齐全 23)! 


三 、 调 和 点 列 
在 一 条 直线 下 的 四 点 44: PP 成 调和 点 列 的 定义 是 指 有 
向 线段 4P, BRP, AP', BP' 的 下 还 比值 为 一 1， 
AP BP’ 
GD 36 4 机 
在 第 三 前 的 可 题 由 ,已 表明 (AB: PP') 成 调和 点 列 的 充 要 
条 件 就 是 下 述 图 形成 立 ! 


= 一 1， 
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因为 二 述 儿 休 图 形 显然 是 在 近 饥 拱 影 之 下 保持 不 变 的 ,所 
记 调 和 点 列 是 -种 射影 事物 , 尖 即 调和 点 列 的 透视 投影 (或 射影 
变换 ) 的 象 点 依然 成 调和 点 列 。 

如 果 是 兆 究 放 吕 4, 即 走强 4BfRO, 那 么 定义 (4B; 
PP%)~ 人 = 一 1, 收 4P= 一 BP, 即 P 点 吓 线 段 AB 的 中 
点 ， 反 之 ,知已 是 线段 48 的 中 点 , 赔 与 它 成 调和 的 点 为 无 穷 


远 点 Ps- 
第 二 节 ”直线 之 间 ( 或 直线 束 之 间 ) 
的 射影 对 应 


I 


一 、 射 影 对 应 

在 射影 几何 学 中 ,最 简单 也 是 最 基本 的 概念 莫 过 于 射影 直 
线 之 辐 的 射影 对 应 。 它 们 是 ~ 系列 直线 之 间 的 透视 投影 的 组 
合 ， 例 如 ,下 面向 7-11 所 示 的 是 三 个 透视 投影 的 组 合 , 它 也 是 


一 个 由 江 二 谎 到 1# 二 入 的 射影 对 应 ， 
(20 8) 


Pr p= (全 00 (全 - 


rs 


Pa 
[i 
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在 本 章 开头 我 们 已 经 提 到 过 透视 投影 的 概念 , 而 射影 直线 


当 直 线 ( 即 加 了 一 个 无 穷 远 点 的 直线 ) 瑚 
} 解 成 有 限 个 短视 投影 的 组 合 , 即 存在 一 


到 {从 的 映射 p, 苦 
种 分 解 
(9 
则 称 p:f#-> zy 为 一 个 射影 对 应 . 
设 4,B,C 和 A',B',C' 分别 是 直线 此 和 1 上 
点 , 试 作 一 射影 对 应 p: 1* > ! ,使 得 
PLA)=A', p(B)=B', p(C)=C’ 


图 7-12 
[ 解 ]】 如 图 17-12 所 未 ,联结 44 和 CC’ 交 于 O, 点 , 再 联 
结 B23’ 和 CC’ 交 于 Os 点 ， 令 有 为 直线 A'B, 则 


(12) El Gt Or 
即 为 所 表 的 一 个 射影 对 应 


1 


容易 媳 出 ，pf4) 一 4 P( 百 ) 一 五 ，P(C) 一 C 


调和 点 列 与 交叉 比 

在 第 一 节 中 我 们 业已 说 明 , 调和 点 列 是 在 射影 对 应 之 下 保 
持 不 变 的 事物 , 而 调和 点 列 的 度量 几何 的 定义 是 其 交 纪 的 值 为 
一 1， 现在 让 我 们 再 进而 说 明 变 叉 此 本 身 就 是 在 射影 对 应 之 下 
的 不 灾 县 ! 

定义 ”对 于 一 条 吉 线 上 的 任 给 有 序 四 点 4, B,C, 也, 我 们 
把 下 述 有 向 线 眉 的 比值 称 之 为 4, 刀 ,C, 万 的 交叉 比 , 简称 交 
比 ， 并 且 以 符号 RCAB; CD) 表 示 这 个 值 , 即 


(13) R(4B;CD)= 姑 - 织 


为 简 价 起 见 ,把 它 简 记 作 (A4B; CD). 
其 次 ,对 于 任 给 有 序 的 四 个 实数 xi xs, xs, Xs, 我们 定义 其 
交叉 比 为 


(KoA) 《2 一 2 


01%) Rs) (rea) Cem). 


以 上 定义 4,B,C, 也 四 点 的 交叉 比 都 是 指 有 益 点 . 

[分析 ] (i) 设 在 4, 召 ,C, 刀 所 在 直线 上 取 定 适 常 的 伐 
标 , 使 得 其 上 有 向 线段 的 长 度 就 是 其 终点 与 始点 的 些 标 之 凑 , 令 
和 ,Xo, Ma %e 分 别 是 扫 , 昌 ,CC, 呈 的 些 标 , 则 显然 有 


(14) CAB; CD)=(xxs Xaxe). 


(让 ) 不 难 由 (13”) 式 和 代 攻 运算 , 直接 验证 交 比 有 下 列 基本 
性 质 ， 
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(bP) (Xe oN) = (Xa xix ) = (Xx XXs), 
(0) (es x) = 1 一 (eaxo wixe), 
4g) 记 wb c,d 是 任 给 满足 (aod 一 5c) 史 0 的 常数 ， 


2 {i= ,2,3,4), 则 


{Vi sy ) = XIXa: Xs). 


二 述 {9), (2), 《ec) 古 一 日 了 然 的 ,下面 验证 (4)， 我 们 有 


6 b 
C16) 《yt 一切 一 er 一 2 


ad 一 
一 -tv 


取 定 (f 六 并 将 (16) 式 伐 入 (137)7 式 , 相 消 后 即 得 
《3522 yoy) = Xx Xsx4), 

由 (9) 可 知 交 化 (xixa; xs%4) 经 过 一 个 分 式 线性 变换 是 不 
变 的 ， 这 也 说 明了 直线 上 四 点 4 媚 , C, 刀 的 交 记 ,如 果 用 其 坐 
标 xx%a，%s， wu 来 表示 , 则 与 直线 二 举 标的 选取 是 无 关 的 , 亦 
即 在 线性 变换 下 不 变 ， 

其 次 ,由 (15) 和 (14) 式 ,得 

(0) (BA CD)=(A4B: CD)"=( 4B; DCO), 

{17) 1 CAB: CD)=(CD; 4B)=(B4; DC)， 

Ue) CAB: CD)= 1 一 (4C; BD). 

(省 ) 我 们 可 以 把 光 比 的 定义 扩充 一 下 , 使 得 其 中 一 点 (或 

一 实数 ) 可 以 是 无 穷 远 点 (或 无 穷 大 ), 即 


《9) (Kx XK) = (Kas XX) XX Fea) 
(15) [ 


$y 


(4B;:CP。 )= 和 条， 
08) [ Xa% 
【rt ec) 一 
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的 句 话说 ,我 们 把 号 Se 和 于 从 部 定义 成 它们 的 极 
限 值 1. 
苦 号 ”我们 将 用 符号 王 (48; CD) 表 示 4, B,C, 口 成 调 
和 点 列 , 即 
《19) H(AB: CD)<s>(4B CD) 一 一 1， 
例 1 设 4 4 ， 4， … 分 别 为 实数 轴 上 取 整 举 标 0， 
1 的 点 列 , 则 有 
H(A As: APa), H(A As, APa), 
H(A Ant1: As Pa), 
例 2 设 ,B41, …，B。,… 分 别 是 实数 输 上 取 鹿 标 1， 
二 1, i, 全) … 的 点 列 , 则 有 
H{doBs BiPo), H(AoB; BiPo), ** 
H(ABs tr BrPoe),.. 
为 了 验证 上 面 卫 例 ,只 需 送 用 下 述 引 理 . 
下 理 设 忆 。 是 无 穷 远 点 , 那么 直线 上 四 点 4, B,C, P。 
成 调和 点 列 的 充 要 条 件 是 C 为 线段 4B 的 中 点 . 
例 5 对 于 任 给 相 异 实数 xo, xs, m4; 部 可 以 求 得 适当 的 
a,6,c,d, 使 得 


0， axstb=0, 
{21) br 一 人 > {~ +d=0, 
Vly Coxstb—(erstd)=0, 
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把 (247 式 设想 成 ab， cd 的 三 个 章 次 一 次 方程 组 ,其 系 效 逢 
降 为 


wl 0 0 
{22) (1 EA :] 


3 ] 一 知 一 ! 


其 非 均 解 为 
Gu A(X) b=Av( XX), 
(23) 人 
其 中 4 为 待定 系数 ， 代 入 ad 一 bc=1, 即 得 
(24) PG Xa) CX xX2) (Xs) = 1, 
由 (24) 式 解 得 4, 代入 (23) 式 即 得 所 求 之 a, b, oe, d. 
我 们 称 
ax+b 
y= axtd’ 
为 分 式 线性 变换 ， 如 果 x, ?为 直线 1 上 的 点 的 坐标 , 它 所 表示 
的 点 变换 也 称 为 分 式 线性 变换 . 
例 3 告诉 我 们 ,直线 上 任意 三 点 ,除了 相差 一 个 分 式 线性 变 
搜 外 ,我 们 总 可 以 般 定 它们 芍 修 标 为 1 , 0, ce。 
定理 1 设 p:j* 让 1 为 一 任 给 射 陈 对 谱 。4,B,C, 吕 是 
江上 任 给 四 点 ,A'=p{ 4), 8'=p(28),C'=p(C) DD'=p{D), 
则 恒 有 


ad 一 5c #0 


(25) (AB':CD)=(AB:CD). 
此 定理 说 明 ,交叉 比 在 射影 变换 下 保持 不 变 , 因 此 交 比 是 射 
影 不 变量 、 


[证 明 }] (i) 庄 (15) 式 中 (d) 知道 交 比 的 计算 在 分 式 线 
性 变 挤 下 保持 不 变 ,因此 与 直线 上 的 坐标 系 的 进取 元 关 ( 即 在线 
性 变换 之 下 保持 不 变 ). 设 二 XERU{sc} 分别 是 记 , 1%* 上 的 
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选 定 坐 标 系 , 则 上 述 射影 对 应 p: J* 这 1 尘 就 可 以 用 坐标 形式 写 
成 x= plt)， 而 定理 1 的 证 明 也 就 转换 成 证 明 下 式 成 立 

(25) Cpli)plts); plia) pte))= his fati). 

(让 ) 没 %=p(0), Xs 二 pl1), X=p(oe), 则 由 便 3, 存在 
G,B, cd 使 


y= EE) (up0))), 


Vi=w(x)=w(p(0) )=0; 
Y=w x) pl) )=1; 
ys=wW x)= p( 0))=00. 
国 此 ,如 果 我 们 能 够 证 明 上 述 函 数 > 一 (p( 们 ) 是 异 等 函数 ， 即 
w( p(t, 那 也 就 证 明了 此 定理 了 , 
《iii) 生 引 理 知 道 
(26) (ha tn) 一 一 1 人 > 二 一 去 ( 二 后) 
令 ZCR 是 由 所 有 能 写 戌 2 (mo " 是 整数 ) 这 种 形式 的 数 所 成 
的 集合 ， 我 们 先 证 1E 且 时 ，wtp( 约 ) 四 !+ 成 立 ， 这 是 因为 
(27) wp(0))=0, wp(1))=1, whplo)=m, 
趴 1 二 十, 则 (9 11oe)= 一 1, 所 以 
一 1=(0 L;ioc)=(p(0) p(1): p(t) p(%)) 
={w(p00)) wpC1)); wp(D)) wl plo<))) 
=(0 1; wt p(t))oe). 
上 式 中 第 二 个 等 号 成 立 的 原因 是 调和 点 列 经 过 射影 对 应 后 不 
变 , 第 三 个 靠 号 成 立 的 原因 是 交 比 经 过 分 式 线性 变换 后 不 变 
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因此 当 ( 一 于 时 ，t wo(D), 类 议 地 ,可 证 当 IE{ 


时 ， 
t=w( p(t)). 

如 果 从 (0 2;1%%) 二 一 1 出发, 可 证 , 当 t=2,… 时 ,t= 
w(p( 站 ), 那么 当 t€ {0} 对 ,一 w(p(t)) 成 立 ， 直 此 可 知 当 
i (加) 时 ,p(t 

再 利用 互 在 中 中 的 稠 效 性 ， 以 及 函数 ww(p( 四 ) 的 连续 性 ， 
可 知 对 于 任何 实数 + ER, 成立 wp(D)=t. 

推 沦 。 设 p:1* 之 1* 是 一 个 射影 对 应 , 谨 与 P# 上 的 坐标 
系 分 别 为 与 %, 则 x 二 p(t) 是 一 个 分 式 线性 变换 . 

[证 明 ] 出 定理 1 知道 wp(1))=t 所 以 p( 拉 =w (了). 
二 为 由 是 分 式 线性 变换 , 瞩 其 道 w-! 也 是 分 式 线性 变换 . 

定理 2 任何 射影 直线 之 间 的 射影 对 应 p: 1* 访 1* 出 它 
在 三 个 点 所 取 的 “ 值 ”唯一 确定 

[证 明 ] 设 piti* 祖 1 从 ,二 1, 2 是 两 个 射影 对 应 . 4, 有， 
C 是 内 上 取 定 的 并 点 。 

PA)=p A), pi(B) 一 PC8)，pt(C) 一 pa(C)， 
由 定理 1 知 ,对 于 队 上 任意 一 点 x, 恒 省 
(28) Cp A pAB): pC) px)) 
=(pi A)ps(B): pa(C) ps)), 
所 以 px) 一 pi(x) 对 下 任 合 xE fx 家 或 立 , 亦 即 p1= pz, 

由 定 至 ? 可 以 得 到 一 个 重要 的 推论 , 

推 老 落 R ea 之 间 的 一 个 1 一 1 对 应 户 使 交 比 保持 不 
变 , 则 p 必 为 一 个 射影 对 应 。 

设 与 28 交 于 呈 点 , 则 任何 一 个 过 视 投影 f*- 人 9 fs 显然 
保持 上 述 交点 了 不 动 , 即 p(P)=. 入 自然 地 我 们 会同， 一 个 
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看 的 射影 对 应 p: 1 px, 着 有 p( 了 P)=P, 它 是 否 就 
- 定 是 一 个 远视 投影 昵 2 换言之 ,保持 直线 交点 不 动 ,是 不 是 一 
个 射影 对 应 hy 一 人 > lx 是 遂 视 役 影 的 充 要 条 件 呢 ? 
定 进 3 设 p:1* 这 14 为 一 射影 对 应 , 忆 是 1 与 1 的 交 
点 , 则 p 是 一 个 透视 投影 的 充 要 条 件 是 P( 尸 ) 一 已 . 
[证 明 ] 在 户 王 任 取 五 之 外 的 两 点 4， 画 ， 记 .一 
P(A410), Bs 二 p(B1), 联结 A141, BiB;. 设 此 两 直线 相交 征 口 


点 , 则 显然 有 1* 邓 Jo*， 与 p 在 忆 ， 4, 各 三 点 的 亿 相 同 ,由 定理 


2 即 得 p= 
Pappus 定理 共 实 和 .上述 定理 3 是 等 价 的 . 如 图 7-13 所 
示 , 设 有 


图 7-13 


下 站 疙 一 已 ,有 一 DT 人， 9 ,已 , Os 三 点 共 线 , 则 


p=4 迪 则 :2 
是 一 个 把, U1, V1 映射 到 也, Us, ;的 射影 对 应 ,由 定理 3 
得 知 它 必 是 一 个 透视 投影, 亦 即 
+ 181, 


p= 部 b， 
这 也 等 于 说 藉 ,， Os, 天。 三 点 直线 ,其 中 大 是 了 上 的 一 个 动 
点 ,这 也 就 是 Pappus 定理 ! 


三 、 线 束 

定义 在 射影 平面 上 , 由 所 有 过 定点 的 直线 组 成 的 集合 
叫做 一 个 线束 ， 我 们 用 符号 多 来 表示 它 

定义 设 多 pi, 名 Ps 是 两 个 相 异 的 线束 ,1* 是 一 条 给 定 直 
线 , Pi, PE 人 *， 久 是 全 上 的 支点, 则 定义 以 上 为 钙 的 通 税 报 
月 为 

(28) pr pp > 到 ps 


PX PX 
如 图 7-14 所 示 
中 久 有 有 限 个 上 还 各 视 投 影 的 组 全 
叫做 线束 之 间 的 莫 影 对 应 ， 
下 面 定义 一 个 线束 .9p 中 四 
+ 条 直线 的 交 比 ， 任 意 取 一 条 不 过 
和 卫 点 的 直线 术 . 设 供与 多 Pp 中 四 
条 直线 o,8 cid 的 交点 为 4， 吾 ， 
C,，D， 把 直线 介 上 四 点 ( 4.8; CD) 的 交 比 定义 为 线 宁 ZF 中 
下 条 起 线 (eb: cd) 的 交 比 , 即 


{0b; cd)=(.4B; CD). 


因为 直线 到 直线 的 透视 投影 保持 交 比 不 变 (定理 2), 所 以 上 述 
定义 与 坦 线 虞 的 选取 无 关 . 
将 上 述 定义 和 定理 2 相 结合 ,就 不 难 证 明 下 述 定理 ， 
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定理 2 任何 线束 之 间 的 射影 对 应 P: 多 P; 人 多 Ps 由 它 在 
三 条 直线 所 了 放 的 " 值 " 唯一 璃 定 . 
[分 析 ] 对 于 线束 多 Pp , 我 们 可 以 把 它 和 一 条 不 过 五 点 的 
直线 f# 上 的 点 逐一 对 应 ,了 即 
XEMPPXELP,. 
因此 ,我 们 可 以 用 局 上 的 些 标 来 把 多 p 中 的 元 到 一 一 直线 一 一 
把 标 化 。 攻 体 地 说 , 设 伴 上 点 的 坐标 为 PL%), 定 义 Zp 中 直线 
PX 的 旨 标 为 x。 当 然 , 这样 定义 -Zp 中 直线 的 嵌 标 是 与 此 的 
取 法 有 关 的 ， 但是, 若 1# 是 另 一 条 不 过 已 点 的 直线 , 那么 
他 上 是 透视 投影 (透视 中 心 为 已 ), 因 此 用 多 p 由 直线 的 旭 标 
所 策 定 的 交 比 是 与 直线 此 的 选取 无 关 的 .车 在 -2p1, 如 Ps 中 各 
选 定 上 述 坐 标 系 # 和 %,， 则 类 似 定理 1 的 证 明 可 知 , 一 个 映射 
P: 玫 P41》 如 Ps 是 射影 对 应 的 亮 要 条 件 就 是 一 pff) 是 一 个 分 
式 线性 变换 ， 于 是 可 得 
推论 若 乡 p: 多 py 之 间 有 一 个 1 一 ! 对 应 p 使 交 比 保 
持 不 变 , 则 p 必 为 一 个 射影 对 应 . 
间 样 地 , 我 们 可 以 得 到 
定 惠 也 设 p: 终 pi> 多 ps 是 射影 对 应 , p=, P; 直线 , 则 
是 一 个 透视 投影 的 充 要 条 件 是 pC 了 )==p. 
例 1 共 面 两 直线 1 , 上 有 定点 4， A', 动 点 X, 使 A 
二 AX', 则 直线 4X' 与 4'X 的 交点 卫 的 轨迹 是 直线 。 
[证 胃 ] 作 一 个 对 应 p: 1> 信 ， 
Xr 
由 4 二 一 4 天 知 , 对 于 上 上 任意 四 点 下 1， XX，， Xa, 有 及 其 下 
上 的 对 应 点 天 ! ,XX!， 芋 $, XC, 成 立 
(XXs; XX) = XI RL KL RL). 
因此 由 定理 2 的 推论 知 p 必 为 射影 对 上 应。 再 在 线束 多 ,与 多 4 
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问 引 入 一 个 对 应 

DLAT Ew, 

A' KX’ 1> A'X. 
显然 万 弟 射 影 对 应 ， 但 万 保持 4.4' 不 动 , 因此 方 是 透视 投影 
a3 ii 亦 旭 48 与 4 天 交点 已 的 轨迹 是 一 条 直线 如， 


、 射 影 平 面 上 的 对 偶 原 则 与 齐 次 坐标 


在 (平面 ) 射 影 几 何 中 ,讨论 的 对 象 有 丙种 ; 点 和 直线 , 而 且 
我 们 只 讨论 它们 之 间 的 交 截 关系 (或 称 从 属 关系 )， 因 为 在 射影 
平面 上 , 我 们 有 

对 于 任意 两 点 4 和 8, 有 ; 对 于 任意 两 条 直线 6 和 
且 仅 朋 一 条 直线 通过 这 两 点 ，) 6, 有 且 仅 有 一 个 交点 . 

这 样 , 我们 就 可 以 发 现 ,如 果 把 一 个 射影 几何 命题 由 的 "点 " 换 成 

“直线 "而 且 把“ 直线 " 换 成 “点 "; 担 点 的 共 线 关系 换 成 直线 的 共 

点 关系 ,那么 我 们 就 可 以 把 一 个 命题 改变 成 另 一 个 命题 ， 同 时 ， 

如 果 一 全 射影 玫 何 的 命题 成 立 ,那么 让 变 后 的 命题 也 必然 成 立 ， 

我 们 把 改变 后 的 命题 称 为 原 命 题 的 对 从 命题 , 也 称 这 两 个 命题 

为 夏 相对 钊 的 ， 因 此 ,在 射影 几何 中 ,一 个 命题 与 其 对 个 命题 是 
”同时 成 立 的 ,这 就 是 (平面 ) 射 影 斤 何 的 对 偶 原 则 . 

特别 地 我 们 来 观察 一 下 Desargues 定理 . 

设 三 个 点 4,B,C 不 共 线 , ; 。 设 三 条 直线 m, 6 ce 不 共 
且 丸 ，B， C' 也 不 共 线 ,直线 } 点 ,是 08 ce 也 不 共 点 ,GE 
4 与 涉 尽 交 虑 为 己 BC 与 | 交点 与 a1.8' 奖 息 的 连 线 为 所 
B'C' 交 点 为 RiCA 与 C'A' 6,e 与 bo’ 交点 的 连 线 为 9 
交点 为 Q， 那 么 , 着 ,RR, Qc.a 与 or 交点 连 线 为 r， 那 
三 点 共 线 , 则 直线 44A4’, BB’,; 么 , 若 思 , gr 三 条 直线 共 点 ， 
CC 闪 点 于 55. 则 a.a', b.b', cc’ 交点 共 线 ， 
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图 7-15 


上 述 两 个 命题 是 互 为 对 和 伍 的 , 且 恰 好 一 个 是 Desargues 正 定 
理 , 田 一 个 是 道 定理 . 

[ 注 】 如 果 我 们 用 公理 法 米 建 立 二 维 射影 几何 (上 述 
Desargues 定理 也 作为 -一 条 公理 ), 而 对 身影 几何 中 公理 体系 
的 每 ~- 条 公理 加 以 考察 , 那么 可 以 发 现 其 对 偶 侈 题 或 在 此 体系 
中 已 作 公 更 , 或 可 以 加 以 证 明 , 因此 在 艇 影 几 何 中 ,一 全 命题 如 
果 成 立 , 则 其 对 偶合 是 也 必然 成 立 。 这 就 是 射影 几何 中 对 偶 原 
如 成 立 的 原因 。 

显然 , 一 条 直线 上 的 点 列 , 其 对 偶 就 是 一 个 线束 , 关于 直线 
《点 列 ) 到 直线 (点 列 ) 的 透视 投影 定义 与 线束 到 线束 透视 投影 的 
定义 , 恰好 是 对 侦 关 系 ， 间 时 直线 上 四 点 的 交 顷 与 线束 中 门 条 
宣 线 的 交 政 的 定义 也 成 对 偶 关 系 ,因此 定理 2 和 3 与 定理 2 和 
3 是 互 为 对 偶 的 命题 ， 所 以 , 肛 然 我 们 已 证 明定 理 2 和 3 ,那么 
定理 2 和 3' 也 就 必然 成 立 了 . 

二 维 射影 几何 的 对 偶 性 还 有 明确 的 解析 表示 , 为 此 我 们 先 
引入 章 次 举 奈 的 概念 . 

设 在 直线 1 上 建立 化 标 (即使 1 成 为 实数 轴 ) ,那么 在 1 上 加 
和 无穷 远 点 已。 后 ,了 成 为 射影 直线 六 ,但 是 无 穷 远 点 已 。 没有 
尝 标 ， 因 此 在 具 上 必须 另行 规定 八 标 的 概念 ， 
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定义 ” 设 真 线 ! 上 已 点 的 坐标 为 半 ,那么 适合 zt:x:=x (或 
巧 一 切 的 两 个 有 序 实数 (x0, 加 ) 称 为 P 点 的 齐 次 坐标 . 

由 上 述 定义 我 们 和 扶 道 ， 

《ii xs 下 6 的 有 序数 对 (%,, xs) 确 定 1 上 的 一 个 点 ; 

《站 ) 著 Pp 二 0 则 (px1,p%3) 二 (X41,%) 表 示 | 上 同一 点 . 

因此 xz 一 0 的 有 序数 对 (x,, 0) 在 1 上 没有 点 与 之 对 应 .我 
们 正好 用 它 来 作为 上 上 无 穷 远 点 Ps 的 上 坐标 .所 以 , 我 们 规 
定 ， f# 上 无 穷 远 点 的 齐 次 坐标 为 (xz 0) 一 (1，0). 

定义 设 在 平面 x 上 记 点 的 坐标 为 (x，y), 那 么 适合 


A 
Xs Ea 
的 三 个 有 序 实数 (x1, xz, Xs) 称 为 点 的 齐 次 佳 称 。 
同样 我 们 有 ， 
(i) x3 中 0 的 三 个 有 序数 (Xi, %;, Xs) 确定 平面 x 上 的 一 
个 点 ; 
人) 若 p 0, 则 (px1, pxs, pxXs) 二 (31, Xs xs) 民 示 天 平 
面 上 同一 点 ， 
下 面 我 们 来 讨论 平面 x 上 一 条 直线 1 的 无 穷 远 点 的 齐 次 华 
标 如 何 来 规定 . 
设 直 线 1 的 方程 为 ?一 4x 十 5 则 并 上 点 的 航标 可 写 为 
(x, Ax + 6). 
于 是 它 的 齐 次 坐标 谱 该 为 


(x+6D) 或 (Li 二 二 


当 x? ec 时 ,就 表示 直线 1 上 的 无 穷 远 点 , 因此 我 们 可 以 规定 ， 
1 上 无 穷 进 点 的 齐 次 化 标 为 (1, 4,0) 或 (x1, x, 0) 其 中 
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XL 


在 乎 醒 x 上 加 上 上 一 条 无 穷 远 直线 1。 后 成 为 对 影 平 夯 二 * 


因此 在 r# 上 规定 (xi,%a,0) 为 无 筋 远 点 的 齐 次 淮 标 ,其 方向 为 
4 一 


当 (x，xa)? 表 示 符 氏 直 角 尘 标 时 ,4 就 是 直线 的 斜率 . 
下 为 在 平 疝 上 , 直线 ! 的 方程 可 以 写 为 
Ax+ ByTC=0. 
因此 用 齐 次 如 标 米 类 示 时 ,直线 了 的 方程 可 以 写 为 


-二 十 感知 十 C=0 或 4 十 Bx 二 Cxs 一 0 ， 
3 


如 果 在 /上 引入 无 穷 远 点 而 成 为 片 , 那么 谨 的 方程 就 可 用 Ax1 
十 Bxs+Cxs 一 0 来 表示 了 . 

现在 再 米 讨论 射影 于 面 上 的 邓 偶 原则 ， 为 了 得 到 与 对 假 元 
素 相当 的 解 村 关系 ,我 们 引进 直线 坐标 . 

设 在 x* .建立 了 齐 次 坐标 ,那么 每 个 碟 可 以 外 三 个 有 序数 
(xy %, Ya) 决定 ,每 条 直线 可 由 方程 

全 0 

来 决定 ， 我 们 把 直线 方程 的 系数 Cu ,ws, ts) , 称 为 该 直线 的 直线 
华 标 ,简称 钱 赣 标 ， 显 然 , (1, v4, 48) 与 (pi, pi, pus)(p 罗 0) 
决定 同一 条 直线 . 换言之 ,机 决定 一 条 直线 只 需 知 道 &: :ts 就 
足够 了 ， 而 任意 三 个 有 序 实数 (t,ts, us), 只 要 不 全 为 零 , 总 可 
以 作为 某 条 直线 多 线 举 标 ， 

如 果 (2 Xs, xs) 是 也 点 的 誉 标 ,而 (dy, 4z, Ws) 是 直线 户 
的 线 奉 标 , 则 关系 Xi 十 txs 十 tox 二 0 就 是 局 点 在 直线 了 上 
(或 说 直线 记 通 过 卫 点 ) 的 条 件 ， 
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其 次 ,如果 ( 恕 , 如, 罗 ) 和 (i,42,9;) 是 两 点 PP 和 Q@Q 的 玲 
标 。 容易 知道 , 直线 PQ 上 和 总 点 的 束 标 可 以 写成 
(局 十 69 Put hq, Pit+ dg3), 
其 中 是 参数 ， 同 内 地 ,如 朵 4 pa， v8) 和 (ai wa, zs] 是 内 
条 直线 和 z 的 线 毕 款 , 则 通过 vv 和 书 交 点 的 任意 一 条 直线 的 
线 坐 标 也 可 以 写成 
{《o 十 al os 十 hm vs 十 os)， 
请 读者 白 己 证 明之 . 
出 此 可 知 , 在 射 浊 平面 上 引入 点 的 齐 次 坐标 及 直线 的 线 北 
标 之 后 , 点 和 直线 完全 处 小 相 间 的 解析 表示 式 中 。 因 此 ,如 果 在 
射影 平面 上 ,一 个 命题 可 以 用 点 的 航标 的 一 个 解析 式 米 表示 , 那 
么 我 们 把 这 个 解析 式 中 点 坐标 改 成 直线 学 标 , 改变 后 (其 实 形式 
并 没有 政变 ) 的 解析 式 就 丧 泉 读 命 题 的 对 偶合 题 的 解析 表示 式 . 
反之 亦 然 ， 所 以 在 射影 几何 中 ,一 个 命题 与 其 对 偶 命 题 是 同时 
成 立 的 ， 
第 三 节 ” 狼 线 的 射影 性 质 
远 在 两 二 多 年 前, 二 希腊 的 儿 休 学 家 如 Menaechmus， 
Euclid，Archimedes，Apoeilonius, Pappus 等 人 孝 热 更 于 本 
冤 圆 镀 截 线 的 儿 谷 ,并且 已 获得 深刻 的 了解. 其实 ,由 贺 稚 截 线 
的 定义 (参看 第 二 章 ) 知道 ,它们 就 是 圆 的 各 种 透视 投影 ， 所 以 
《 非 说 徐 的 ) 丛 线 的 划 影 往 质 其 实 也 就 是 贺 的 射影 性 质 ， 在 射影 
几何 的 现 点 下 ,任何 岗 条 《 非 暗 化 的 ) 锥 线 部 是 等 价 的 ， 换 句 活 
说 ,在 射影 几 僻 中 ,各 种 各 祥 的 猴 线 得 到 了 完全 的 统 -， 因 此 射 
` 影 几何 也 自然 地 成 为 研究 锥 线 通 性 或 共 愉 的 合适 场所 , 锥 线 可 
生生 人 全 国人 它 具 有 匠 简 尘 又 完美 的 射影 性 质 , 本 
和 只 打算 简 单 拖 要 地 介绍 一 些 这 方面 的 此 率 定型。 
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一 、 回 周 角 定理 的 射影 观点 


贺 计 角 定理 , 妈 癌 强 的 画 周 角 都 笑 于 其 圆心 角 之 半 , 是 圆 的 
基本 特征 忻 质 , 但 是 它 并 不 是 一 个 射影 几何 中 的 定理 因为 角 
训 闭 非 身 影 不 灾 最 .人 圆 马 角 定 至 的 背后 却 障 食 着 一 个 有 趣 的 
时 影 室 弄 ， 要 发 现 它 我 们 顺 权 做 
一 得 分 析 工 作 , 担 侗 启 角 相等 这 
个 结论 改写 成 一 种 射影 不 变 的 
形式 . 

[分 析 ] 设 天 是 在 圆 弧 上 
的 动 点 , 4 , B 是 圆 弧 上 两 个 定 
点 , 这样 可 得 到 两 个 线束 少 , 看 | 
如 s， 我 们 规定 一 个 对 应 4 六 
旦 革 , 这 就 古 把 线束 部 4 映射 到 
双 ， 的 一 个 对 应 , 记 作 图 ?7-18 

Pa Pp 
我 们 可 以 用 鲜 率 作为 如 和 .2 这 两 个 线束 的 点 标 , 那么 国 周 
角 定 理 也 就 是 说 明 :两 条 互相 对 应 的 直线 的 斜率 之 间 存 在 一 种 
分 式 线性 关系 详 言 之 ， 
设 多 ,中 直线 4 大 的 斜率 用 吉 示 ; 
取 s 中 直线 BX 的 斜率 用 站 表示 。 
如 图 ?16 所 示 ， 


LX=LB-ALA= 


到 AOB Mi tg LA=m, tg LB, 


tg(LB—Z4)=tg 证 人 40B=h (常数 )， 
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宙 此 可 得 


tg LA—tg LB -8 
lt+tgZAtg ZB “ 


名 

(29) i 
解 之 即 得 

(30) n= 


亦 即 #* 趾 m 的 分 式 线性 西数 ,用 射 依 几 何 的 术语 , 那 就 是 说 
pay Lay Es 
是 一 个 射影 对 应 ? 
事实 上 ,利用 (30) 式 易 证 ptw 9 是 一 个 射影 ， 为 此 只 需 证 
当中 四 条 直线 mi 与 多 na 中 对 应 直线 全 , (212, 3, 4) 的 交 
比 相 等 即 可 ,但 是 易 证 


na—n, Wi 
} 一 
Cnn ) 一 Mn i 


把 (30) 式 化 入 上 式 便 知 
{Wma Ht) mss sm》 , 
所 以 pea) 是 射影 对 应 ， 
从 上 面 的 分 析 可 得 到 况 欠 曲线 的 一 个 基本 射影 性 质 , 它 就 
是 外 局 角 定 理 的 射影 化 ,所 以 不 必 另 加 证 明了 . 
定理 4 (Steiner ) 在 一 贺 锥 曲线 修 上 任 取 相 异 两 点 A, 8. 
令 牙 为 上 的 动 点 , 则 下 述 对 应 
Dn La Es, 
AXt BX 
是 一 个 射影 对 应 ，。 反 之 , 任 给 一 个 射影 对 应 
130= 


Pp: Pi Es 
则 其 对 应 线 的 交点 钱 二 1 p (1 站), 1&€ 名 1 构成 一 个 维 线 . 
[证 明 ] 定理 的 前 玉 部 分 是 加 于 角 定理 的 射影 化 , 其 证 明 
业已 在 分 析 中 说 明白 了 , 现 证 明 后 半 部 分 如 下 : 
在 学 ,中 到 三 条 直线 hls, 有, 使 得 
Pi= hf p01), P=hf p(h), Ps=isfi plls), 
且 都 与 4. BB 相 异 . 令 T 为 过 4,B, Pi, Ps, Ps 的 那个 维 线 ( 玉 
点 定 一 锥 线 ), 则 
Pm: La Ls 
是 一 个 和 p 在 ,1, 1s 这 三 条 直线 上 取 同 * 值 "的 射影 对 应 ,由 
定理 2 得 知 
OK AD 
有 了 定理 4， 我 们 可 以 对 圆锥 曲线 下 一 个 东 影 定义 了 , 即 
定义 ”成 射影 对 应 两 个 线束 的 对 应 直线 交点 的 轨迹 称 为 贺 
锥 曲线 


二 、 男 者 定 理 的 射影 化 


琢 震 定理 , 亦 即 切 割 线 定理 , 是 加 的 另 一 基本 人 性质， 圆周 角 
定理 是 从 角 的 观点 来 措 述 硬 , 圆 宕 定理 是 从 长 度 的 观点 来 描述 
贺 , 在 第 三 章 中 我 们 业已 用 向 量 来 加 以 论证 ， 现 在 我 们 进一步 
把 上 述 向 量 的 证 明 再 加 以 分 析 , 进而 达到 把 这 个 基本 定理 射影 
化 的 目的 , 

如 图 7-17 所 示 , 设 乙 为 阅 外 一 点 ,> 为 圆 口 的 半 和 经 ，P7 
为 切线 长 . 圆 寡 定理 就 是 说 过 书 点 的 割 线 1, 交加 口 于 QQ 
两 点 , 则 


PTe= Po PO. 
我 们 现在 分 析 用 向 量 来 证 明 上 述 结 果 的 过 程 . 
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区 7 一 17 


该 到 为 线束 外 ;中 动 线 1 上 的 单位 向 量 , 站 为 上 的 动 点 ，。 

令 忆 ==x. 设 1 交 辆 于 Qi, Qs 两 点 , 令 
p=|PQr| (i=1, 2). 

如 果 2 工 一 点 芋 党 在 加 山上 则 
16 字 =r, 即 (or 
于 是 得 到 、 
《31) x?+2(0p .ux+(lop|:—r*)=0. 
因为 了 上 的 点 Q; 落 在 图 周 上 ,因此 pi, ps 是 方程 (31) 的 两 个 
很 ! 由 根 与 系数 的 关系 , 基 得 
{2 一 1 一 2， 
pi+ ps= 一 2 下 
专 了 为 1 上 的 点 ,使 得 (PF QQ)= -1 一 yz 由 调和 
点 列 的 定义 知 ; 


(32) 


(3) yOr™ PO “yp pr 1 
一 2D:， pa 
>y 
> pitps 
销售 (32)，(33) 式 , 即 得 
34) .OP .O08 一 一 (10Pl 一 /一 常数 . 
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二 起 的 几何 意义 是 ， 当 1 在 妈 中 变动 时 ,五 灾 .0 祝 时 下 变 的 ， 
因此 玉 点 属于 “条 和 OP 直线 扯 直 的 直线 ， 其 次 ,这 条 徘 线 最 
然 应 读 过 两 个 切 点 了 Ta, 所 以 它 其 宰 就 是 TiT*， 

因为 切 点 、 西 个 四 点 调和 点 列 等 都 是 射影 性 质 , 所 
以 我 了 定理 射影 化 的 目的 4(327 式 中 第 一 式 就 
表示 因 知 定理)， 上 是 我 们 得 出 四座 邮 线 的 别 一 个 射影 性 硕 ， 

定理 5 沁 书 是 航线 下 之 外 任 一 点 ,了 是 线束 到 中 的 动 
线 , 它 和 三 交 于 Qi Qs 两 点 ,在 7 上 取 卫 点 ,使 得 

(PY:Q.Q)=—1, 
即 四 点 忆 ,Y, QQ; 成 调和 点 列 , 则 YY 点 的 轨 深 是 一 条 直线 声 ， 

我 们 称 此 直线 书 为 点 已 关于 村 线 工 的 极 线 ， 芭 之, 称 忆 
点 为 直线 户 关 于 工 的 极点 . 

[ 注 】 从 图 7117 .上 看 , 极 线 应 该 是 两 切 点 之 间 的 线段 
TTs, 但 是 ,如 果 我 们 认为 线束 多， 中 所 有 的 真 线 1 均 与 稚 线 下 
作 交 点 ( 实 交点 或 虚 交 点 ), 那 就 可 以 把 了 点 的 轨迹 理解 成 整 条 
直线 了 ,了 ;。 关 寸 这 样 的 理解 从 下 而 的 例 1 中 可 以 更 清楚 地 
看 到 ， 

例 1 设 工 在 xDY 平 丙 上 的 方程 为 . 

{35) Ax’:+2 Bxy+CY+2 Dx+2 Ey+F=0. 

号 点 的 奴 标 为 (Xo, y6), 试 证 上 述 P 点 对 于 T 的 被 线 方程 为 

(386) Axxot B(xyot yx0)+OPYIo+ DCX+Xo) 

十 本 (2 十 y6) 十 天 一 0 

[证 明 ? 设 辽 已 点 的 任意 直线 1 交工 于 QQ* 两 点 .1 上 
一 点 了 的 华 标 为 (x, 1). 

设 1 上 动 点 陡 的 从 标 为 (x, 3), 仿 


PX i 
XY 
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四 tay 
TA 
车 不 人 工 , 则 成 立 
ACKot Ax1) 2 有 Xe 十 55 十 ?120 十 CCyo 十 47 
+2 D(x0tAx IFA)T2 ECY + A +) 
+F(1+4)=0. 

上 述 方程 是 关于 4 的 二 次 方程 ， 设 它 的 两 个 根 为 fa, 如， 因此 
Qi1, Q; 的 华 标 应 该 为 


f ， 
(ea 


另 一 方面 ， 
__Po YQ Ah 
(PY; QO) = pO = 
医 此 由 (PY; QiQ:) 一 一 ! 可 得 
-全 一 一 (或 5 
但 是 名， 是 上 述 二 次 方程 的 两 个 根 , 再 由 根 与 系数 关系 便 得 
Axoxi + BCxoy ty) tCyoy + Dot %1) 
+E(yoTt I) TF 0 
如 把 了 点 看 成 动 点 , 即 得 航线 方 程 (36). 
如 果 在 xOy 平面 上 引入 齐 次 航标 , 令 


Xs 
x oa 


因此 锥 线 工 的 方程 为 
"194d" 


Gi 二 2 0X1 十 Ga 和 十 2 sx 
2 
十 2a0saxax3 十 Gasxs 一 0， 


简 记 作 


PT: HB osxix=0, (oy=0n). 
im 


设 卫 点 的 齐 次 举重 为 (, 名, 如)， 所 以 


pb p, 
op Y= TB 


再 由 (36) 式 便 得 忆 点 关于 T 的 极 线 方程 为 


EE op 2 一 0 
有 


引入 齐 次 举 标 后 , 锥 线 工 的 方程 为 24 (i*1, 2, 3) 的 二 次 齐 次 
式 , 因此 研讨 锥 线 工 的 问题 与 高 等 代数 中 三 个 变 旺 的 二 次 齐 次 
式 (或 称 二 次 型 ) 的 不 变量 问题 有 同 祥 的 意义 ， 我 们 也 说 它 与 二 
次 齐 式 的 不 变量 的 代数 问题 是 等 价 的 . 

如 果 我 们 引进 记号 


s 
中 (人 xx) 一 Exim, 
站 了 


利用 狂 积 分 中 偏 微 分 的 记号 , 极 线 廊 程 就 可 以 写成 如 下 的 形状 ， 
dP 9 中 oP 
Bp "tt pr + op "0 
8 wbP ,bby) (oe 
这 里 3 素 示 六 0 1 2, 3), 
从 所 加 的 形状 来 置 , 它 与 齐 次 音标 黑 的 由 并 
DW, Ka, xs) 一 0 
在 点 { 固 , ,ps) 处 的 切线 方程 没有 不 同 , 但 是 在 微 积分 中 , 曲 
线 的 切线 是 用 淹 线 的 摇 限 来 定义 的 , 而 这 样 定义 切线 的 概念 在 
射影 几何 抽出 适用 (因为 只 涉 太 到 外交 问题 )， 所 以 我 们 能 够 得 
出 下 述 结论 ; 
，195 ， 


推论 ”如 凡 点 ET, 则 它 的 航线 就 是 在 已 点 与 民 相 切 的 
直线 . 

另外 , 如果 我 们 知道 直线 1 上 三 点 的 位 置 , 那 末 可 以 单 用 直 
尺 作 图 找 出 与 比 三 点 成 调和 的 第 四 个 点 (参阅 图 7-10). 因此 
我 们 单 用 直 尺 就 可 作出 PP 点 关于 锥 线 开 的 极 线 ， 册 此 可 知 , 单 
用 直 凡 可 以 作出 椭圆 外 -点 到 椭圆 的 两 条 切线 . 

例 2 若 疡 点 关 丁 锥 线 开 的 极 线 通 过 巴 点 , 则 虽 点 关于 
工 的 极 线 通过 已 , 蛮 即 如 果 以 1GT 已) 表示 已 点 关于 工 的 要 
线 , 当 畦 站 TT, 了 ) 中 变动 时 , {1(T, 区)}== 当 ,这 个 结果 称 
为 姨 报 原则 . 清 读 首 自 证 之 . 

利用 配 极 原则 , 我 们 立刻 可 以 得 到 ， 任何- 条 直线 所 关于 
仅 线 荆 存在 着 唯一 -极点 PD。 我 们 只 要 找到 极点 呈 即 可 ,为 此 
三 直 线 上 任意 取 山 点 4, B。 设 它们 关于 丁 的 极 线 分 别 为 9， 
8. 令 e 与 b 的 交点 为 P, 则 由 配 极 原 划 易 知 卫 点 就 是 力 线 的 
禄 所。 

因此 ,在 射影 平 岳 上 给 定 了 一 条 锥 线 栈 ,那么 任 党 一 点 关于 
本 必 有 -点 线 ( 极 线 ) 与 它 对 应 ， 反 之 ,任意 一 条 直线 必 有 一 点 
(极点 ) 与 它 对 应 , 并且 

Ci》 六 回 的 点 对 应 不 同 的 直线 ( 极 线 )， 

《ii) 不 同 的 直线 对 应 不 同 的 点 (极点 )+ 

(i) 两 点 连 线 对 应 的 是 它们 极 线 的 交点 ， 

(iv) 两 直 线 的 交点 对 应 的 是 它们 极点 的 连 疆 . 

者 现形 请 仅 由 点 和 直线 构成 , 那么 下 关于 工 必 有 一 个 对 
应 的 图 形 F"。 我 们 称 下 与 F” 是 关于 工 成 互相 配 极 的 图 形 . 
如 果 五 一 碧 '， 那么 称 五 为 自 配 报 的 。 例 如 , 设 已 是 任意 点 , 直 
线 了 是 了 点 关 JTT 的 极 线 , 在 PP 上 人 征 取 一 点 Q, 用 9 表示 @ 点 
关于 工 的 报 线 ,用 尼 表 示 户 与 9 的 交点 。 容 易 证 明 LJPQR 是 
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自 配 极 的 、 
我 们 还 对 以 看 到 , 两 个 互相 册 极 的 图 形 是 互相 对 侦 的 。 潭 
Poncelet 正 是 从 将 福 配 税 的 网 形 着 手 和 研讨 对 但 原则 的 ， 


三 、Pascal 定理 

对 于 一 个 锻 线 蔗 上 的 一 个 任 藻 内 楼 六 边 形 48"C4A’ BC 

其 三 对 对 边 的 交点 
P= A8'°NM BA’, 
Q=AC'NCA', 
R=BC'NCB’, 

必定 共 线 , 此 直线 称 为 Pascal 

[ 注 ] Pascal 定理 和 Pap 一 
pus 定理 是 一 次 则 线 上 同一 定 开 
分 别 在 非 虹 化 和 晓 化 这 两 种 情形 的 表现 . 

[证 明 ]】 依 Steiner 定理 , 直线 东 4'(B', CB。 4) 和 直 
线束 CC (下 ，C ,也 4) 成 射影 对 应 ， 直 线 站 (如 严 ， 已 , 4) 和 
六 (有 ，C, 枣 , 世 成 射影 对 应 如 图 7-18 所 示 . 由 于 BB 其 自 
对 应 点 ,所 以 由 定 果 3 知 此 射影 对 应 是 透视 投影 , 即 CV, PR， 
AU 共 点 ， 换 言 之 ,P 员 过 4U 和 CV 的 交点 Q@, 苇 而 已 , Q, 丸 
兴 线 . 

请 读者 自己 比较 上 述 Pascal 定理 的 证 明和 第 二 节 中 对 
Pappus 定理 的 证 明 的 共同 之 处 . 

为 了 便于 记忆 和 表达 Pascal 定理 , 我 们 常 把 六 边 形 记 为 
123456( 即 用 数字 米 表 达 六 边 形 的 质点 ), 如 图 7~19 所 示 。 显 
然 边 12 的 对 边 为 45; 23 的 对 边 为 56; 34 的 对 边 为 81. 故 

P=12N45, Q=23/158, R=34N 61 
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点 装 线 。 
了 Pascal 定理 是 锻 线 的 一 个 特征 性 质 , 它 有 许多 引人入胜 的 
推论 , 下面 举例 说 明之 。 

首先 , 在 改线 下 上 , 任意 
六 个 定点 因为 其 排列 不 周 , 可 
能 得 出 不 同 的 六 边 形 、 例如 ， 
123456 与 165234 就 是 两 个 
不 同 的 六 边 形 ， 但 是 123456 
与 234561 站 然 其 排列 不 局 ， 
却 仍 表示 同一 个 六 边 形 ， 对 于 
不 同 的 六 边 形 应 该 有 不 同 的 
Pascal 线 .可 以 证 明 在 给 定 维 线 全 上 的 六 个 定点 可 以 得 出 60 
条 Pascal 线 ， 并 生还 可 证 明 , 1 25436; 165234;1236654. 
这 三 个 六 边 形 的 Pascal 线 必 共 点 ,此 点 称 为 Steiner 点 ， 这 此 
作为 习 赢 禄 给 读者 自己 去 证 明 ， 

例 3 过 五 点 定 一 锥 线 的 逐 点 作 图 法 , 

设 术 为 自 4 抽 A; 4 A444As 所 
决定 的 锥 线 ,! 是 过 ,4s 的 任意 一 
线 , 则 1 和 工 的 男 一 交点 钨 可 以 
用 下 述 作 图 法 求 得 ， 

AiA4N f=0, 

AsAsf] .43A1=R, 

RQN 4.As=P, 

AiPNI=X 员 7-20 
试用 Pascal 定理 说 明 上 述 作 图 的 合理 性 . 

[ 注 ] 上 述 作 图 充分 说 明 Pascal 定型 好 是 六 点 共 一 锥 线 
的 充 要 条 件 . 
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最 后 ,简单 提 一 下 Pascal 定理 的 琢 限 情形 ， 假 设 欠 线 六 的 
内 接 六 边 形 的 某 条 过 两 个 端点 重合 时 (如 图 7-24), 那么 这 条 边 
就 成 了 一 -条 切线 。 于 是 我 们 可 以 得 出 结论 : 

推论 ”对 于 一 个 锥 线 上 的 一 个 内 接 五 边 形 , 通过 它 的 一 
个 顶点 的 切线 与 这 个 项 点 的 对 边 相交 点 洲 在 其 余 两 对 不 相 邻 边 
交点 的 直线 上 


= 


中 图 7-21 图 7-22 


特别 地 六 边 形 中 如 果 有 三 条 边 的 端点 分 别 重合 , 那 就 可 得 
到 (如 图 7-22) 所 和 示 的 图 形 ， 这 里 天理 详 述 本 ,请 读者 自己 讨 
论 之 ， 
习 题 
1、 利用 射影 变换 试 证 ， 
OX,OF, 02 为 三 条 直线 , .4 与 召 为 二 定点 ,其 固 线 
过 O. 设 丸 为 OZ 上 的 动 虚 , 县 玉 4,， RB 分别 交 OX, OV 
于 呈 点 和 人 @ 点 , 则 PQ 必 过 4B 上 一 定点 ， 
2. 试 证 线束 多 。 中 四 条 不 同 直线 0,8,5, gq 的 交 比 为 
sin (人 9 sin (td) . sm—mi 一 
ein {6c) Sn) MT Wem 
其 由 二 ,fo, ha, mi 为 盲 浇 a,6, c,d 的 图 罕 . 
3， 试 证 国 上 四 定点 与 图 上 任意 一 点 的 连 线 所 成 的 交 比 
,199 ， 


(ab: cd)= 


为 定 信 ， 
4， 试 证 一 个 角 的 两 边 及 其 内 ,外 角 平 分 线 成 调和 线 柬 . 
5. 在 四 边 形 48CD 的 边 4D, BC 上 分 别 取 巨 , 玉 两 
_AE_ BF 


AD BC" 
则 AE 与 BF 交点 的 轨迹 是 一 点 线 ， 
设 具 面 两 直线 1 与 1 上 的 点 4, 8,C,D,…; A’， 

B', o. DD ，… 成 射影 对 应 , 试 证 4B' 与 A'B 的 多 点 ,AC' 
与 dB 的 交点 、AD’ 与 4'D 的 交点 … 共 线 ， 

7， 设 已 和 已 的 齐 次 崔 标 为 { 血 ， 刀 ,名 ) 和 (gg es)， 
PQ 直线 上 另 两 点 4 和 B 的 坐标 为 

Dt: Pitugi, (i=1, 2,3) 

试 证 其 交 比 海 


(PQ; AB)= 


8. 设 ABCD EF 是 一 个 锥 线 的 内 搂 六 边 形 , 4B, CD， 
安 于 PP;CB, EP 安 十 Q; EF, AB 交 于 RR DA4 交 二 
U4,BC 交 于 WV; BC, DE 交 于 雄 。 试 证 PU, QVY, RW 


9、 设 锥 线 上 有 六 个 点 4, B,C,D, 忆 ,下 , 则 由 此 六 点 
形成 的 三 个 肉 接 六 边 形 


ABEDCF, AFEBCD, ABCF ED 
的 三 条 Pascal 线 共 点 (也 点 称 为 Steiner. 点 ). 
10. 利用 对 惕 原理 证 明 下 述 Brianchon 定理 ， 
对 于 任意 外 切 锥 线 的 六 边 形 , 磋 结 它 对 顶点 的 三 条 直线 
共 点 ， 并 讨论 它 的 极限 畏 形 。 
200“ 


11。 试 主 一 个 锥 线 的 内 接 照 边 形 三 对 对 应 边 的 交点 成 座 
多 
。 任意 一 个 三 角形 与 它 的 关于 锥 线 开 的 配 极 三 角形 
Cs 5 ' 
.已 知 次 个 梁 入 三角形, 试 证 存在 
机 用 

14.. 试 证 ， 埋 两 个 三 角形 中 第 一 个 的 顶点 以 次 著 在 第 二 
个 的 边 上 , 则 存在 一 个 锥 线 内 切 于 第 二 个 而 外 楼 于 第 一 个 的 
完 要 条 件 是 这 订 个 三 角形 威 透 视 对 应 . ， 

15、 设 三 角形 4BC 关于 钓 线 工 是 自 配 极 的 ,过 4 作 真 
线 与 相交 于 QQ, 卫 二 点 , 又 昌 ， 及 交工 于 忆 , 试 证 PQ 通 
过 CC 点， 

16， 试 证 ， 若 两 条 锥 线 有 区 个 不 同 交点 , 则 这 两 条 猎 线 有 
一 个 而 且 只 有 一 个 公共 的 自 配 极 三 角形 . 

17， 试 证 ， 关 于 同一 和 牧区 个 和 本 外形 的 关 个 
正点 必 在 另 一 条 贸 线 1 上 


全 纺 和 使 它们 


wl 


第 八 童 ” 圆 的 几何 与 保 角 变 换 


: 加 与 角 是 密切 相关 的 两 种 几何 束 物 , 例如 图 与 角 是 平面 上 
旋转 对 称 的 两 种 表现 , 角 的 麻 量 离 不 开罗 ,而 圆 的 种 种 基本 性 
质 , 如 辆 局 角 定 理 , 贺 老 定 理 , 四 点 共 国 条 件 等 等 , 都 离 不 开 朋 . 
说 图 与 角 的 关系 简直 是 形 影 不 元 的 ,这 也 是 昭 为 切实 的 ,于 音 将 
采用 变换 的 观点 , 对 加 与 角 之 间 的 关联 作 进 一 步 的 探讨 这 方 
面 一 个 耐人寻味 的 基本 事实 是 :任何 保 园 变 换 都 必然 是 保 角 的 ; 
反之 ,任何 “加 点 平面 "的 保 角 变换 也 都 一 定 是 保 园 的 . . 

再 者 ,可 以 把 直线 君威 于 径 是 无 穷 大 的 圆 ， 于 是 , 关于 直线 
的 反射 对 称 就 溶 合 于 关于 国 的 反射 对 称 之 中 , 而 后 者 组 合生 成 
的 变换 群 怡 是 "加 点 平面 "上 的 保 贺 保 角 变换 群 。 在 本 章 第 三 节 
中 将 显示 ;这 个 群 的 三 个 特殊 子 群 怡 好 分 别 同 构 于 球面 几何 , 欧 
氏 几 何 和 非 殉 岂 何 中 的 自 同 构 群 ,按照 F. Klein 的 “Erlanger 
岗 铬 " 中 的 观点 , 它们 又 分 别 完全 决定 了 球面 、 欧 氏 和 非 欧 三 种 
几何 ， 这 样 ,我 们 又 从 医 的 几何 六 哎 及 保 贺 保 角 变 接 群 的 研究 
中 重新 获得 上 述 三 种 几何 的 一 种 新 的 解 赤 和 新 的 统一 观点 ( 参 
看 第 六 章 )。 


第 一 节 税 的 反射 对 称 与 极 投影 映射 
一 ， 加 的 反射 对 称 


在 讨论 什么 是 平面 上 关于 -一 个 给 定 加 本 的 反射 对 称 之 前 ， 
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让 我 们 先 从 贺 与 角 的 观点 来 分 析 一 下 平面 上 关于 一 条 直线 1 的 
反 身 对称 的 几何 特征 . 

[分 析 ] 如 图 8-1 所 示 , 设 P,P' 是 甘于 直线 了 成 反射 对 称 
的 任 给 两 点 , 由 定义 , 1 是 PP’ 的 禾 直 平分 线 ,所 以 任何 过 P,P” 
责 点 的 图, 如 Tu; 等 ,其 圆心 总 在 直线 上 上 ,因此 机 | 正 交 .及 
之 , 若 辽 P,P' 点 的 任何 加 都 一 定 和 ! 垂直 ,由 P,P 必定 和 ?成 
反射 对 欧 。 

扫 自 然 地 ,我 们 可 以 把 直线 看 成 加 的 特例 , 亦 即 是 半径 为 无 
穷 大 的 丽 ， 基 于 上 述 分 析 , 自然 就 会 问 一 癌 :对 于 一 个 定 辆 开 和 
不 在 呵 上 的 一 点 已 , 是 否 存在 另 一 点 P', 使 得 任何 过 ,PP 点 
的 加 部 和 工 正 交 ( 见 图 8-279 


图 .8-1 


[分 析 ] 假设 有 这 样 一 点 P', 则 直线 PP' 应 该 和 本 懂 直 
《因为 它 是 过 卫 ,P' 点 的 圆 的 一 个 特例 )， 因 此 已" 应 该 在 DO ,PP 
连 线 上 ， 再 者 ， 设 4 点 为 线段 PP’ 的 中 点 , 四 .A 是 以 PP 为 
直径 的 圆 , 交 医术 十 Qi,Qs 所 点 , 它 也 应 该 和 T 工 正 交 , 亦 即 加 OO 
和 四 4 相 切 于 昌 ; 点 ,一 1 2。 出 此 即 得 条 件 

(GD) OP-OP'=R’,. 

上 述 分 析 说 明 , 假设 这 撒 个 对 称 点 了’ 存在 的 话 , 它 必定 
就 是 那个 在 D 已 射线 上 而 毕 满 足 品 已,O 忆 = 一品 的 那个 点 ! 下 进 
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命题 则 说 明 这 样 的 P' 点 的 确 具 有 所 求 的 性 质 . 

命题 1 对 于 定 圆 工 一 四 (O, 丸 ) 不 在 了 上 的 定点 五 , 令 
P' 是 在 射线 OP 上 满足 条 件 OP*OP'= R? 的 那个 点 , 则 任何 
过 书 , 书 的 加 都 一 定 和 下 下 交 ( 见 图 8-3). 


[证 明 ] 设 工 是 任 给 一 个 过 五 ,交点 的 圆 , 安 下 于 QQ 点 ， 
i 二 4,2, 由 假设 知 :  ， : 、 

(2) OP.OP’'=R:= 0 . 
再 者 ,根据 关于 T/ 的 贺 守 定 理 , 有 - 

OP.OP/ 二 切线 长 平方 =OQ?. 

所 滩 DQ;= 由 口 到 T' 的 切线 长 , Qi&€ TT’', 印 OQ 就 是 T! 的 
切线 ,因此 芽 ,T' 正 交 ， 

定义 ”对 于 定 贺 广 一 OCO, 民 ) 和 任意 点 瑟 去 O, 定义 天 点 
关于 下 .的 反射 对 称 点 为 身 线 OP 上 满足 OP OP’= RR? 的 那个 
己 ' 点 . 

{ 分 析 ] (i) 在 PET 时 ,显然 有 P' 二 P， 所 以 园 玉 本 身 
就 是 这 个 反射 对 称 的 定点 所 构成 的 子 集 ; 

《ii) 在 平面 上 , 同心 O 点 不 可 能 有 关于 本 的 反射 对 称 点 ， 
肖 者 , 当 耶 点灯 十 口 点 为 极限 时 ,其 对 称 点 P' 和 O 点 的 距离 
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趋向 无 穷 大 ; 反之 ,站 书 点 和 口 点 距离 无 限 增 大 了 时， 其 对 称 点 
已 趋 于 O 点 为 报 限 ,外 
(3) OP 的 长 度 > 口 所 光 OP/ 的 长 度 这 x. 
因此 , 蔓 把 关于 圆 1 的 友 射 对 称 pr 在 阁 心 O 点 无 定义 的 “ 缺 
点 "补充 起 来 , 自然 的 做 法 是 引进 一 个 “无 穷 远 虞 "ec，, 并 是 把 它 
定义 为 任何 lim OP,= se 的 点 列 {Ps} 的 极限 点 , 则 OQ 点 和 这 
个 新 点 , oe, 就 可 以 定义 为 对 于 工 互相 反射 对 称 的 对 称 点 偶 . 
定义 对 于 定 园 T 一 @(O , 足 ) 的 反射 对 称 pr 是 一 个 加 点 
于 面 zx 一 zU{fecy 上 的 对 合 映射 ， 
Prims spa 一 恒 等 快 向， - 
(4) 1pr(Py 在 OP 射线 上 ,而 且 Opr(P) .OP= 中 ， 
pr(O) 一 cpre) 一 0 
晴 才 ,对 二 任 给 一 茶 直 线 卫 我 们 翅 1U{oc} 看 成 :全 半径 为 泡 
穷 大 的 贺 ， 对 于 这 样 的 “ 贺 " 的 反射 对 称 把 1U{o} 中 的 点 国定 
不 动 ， 而 且 卫 ,P' 点 的 连接 线段 被 /所 重 直 平分 。 


二 、 极 投影 映射 

在 讨论 对 于 定 圆 工 的 反射 对 称 pr 时 , 我 们 看 到 平面 应 谈 
适当 地 补充 , 那 就 是 加 .上 一 个 “无 穷 远 点 " ee". 它 是 所 有 无 限 过 
离 圆心 O 点 的 分 散 点 列 {P.} 的 极限 点 ， 从 拓扑 的 观点 来 说 ， 
这 样 加 .上 单个 无 穷 运 点 < 就 把 平面 封闭 起 来 ,构成 了 一 个 紧 致 
的 二 维 空间 的 模式 . 

现在 ,让 我 们 介绍 一 个 在 东西 方 二 代 文明 中 都 早已 熟 用 的 
极 投影 喘 射 , 它 恰 好 把 上 述 拓扑 观 点 完美 地 体现 了 出 来 . 

如 (图 8-4) 所 示 , 中 : 是 以 原点 O 为 球 心 的 半 位 举 径 球面， 
为 xOy 玲 林 面 , 我 们 内 (56,9,6) 淖 示 瑟 * 上 的 动 点 五 的 作 
标 . 六 为 坐标 (0,0,1) 的 点 ， 含 Pr 为 直线 NP 和 的 交点 ,以 
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Pr, 分 全 


困 34 


(wy 0) 表 志 己 点 的 一 标 ，p=QP(FG 于 直 z 加 ,Q 为 可 
足 ),r= OP'， 不 难看 出 LNPO~ MP/O， 用 吸 标 囊 示 上 六 
及 何 关系 , 即 有 
(1) 各 十 61 或 是 十 P 一 1 一 
(5) ] GD -和 一 -于 全 ( 国 为 4NPQesANP'O)， 


Ny Yl 
(i) 
= 让 二 (因为 INPQANP'O). 
从 (5) 式 就 可 以 解 得 (5,9,5) 和 (x,y) 之 问 的 变换 式 ， 
一 上 一 了 : 
(6) 一 Try Te 
上 2% 2 
DT ?7 TTT 
E = -lt ty 
1 二 3 “ 


定义 ” 极 投 彰 就 是 土 述 把 P(E,5,4) 点 映射 到 PAY ,Di 
点 的 映射, 并 上 且 定义 入 点 的 像 点 为 co， 即 
《8) rE yr Ut rN)=00, 
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命 夸 2 上 述 极 投影 r::->m# 一 TU{col 具有 下 列 优良 
性 质 : 

《i) 保 国 性 , 即 己 * 工 的 加 的 像 也 是 贺 ( 或 直线 ); 

《ii) 保 角 性 , 即 吕 : 上 两 条 相交 曲线 的 交角 一 x# 上 像 曲线 
的 交角 。 

[证 明 ] 哥 轩 性: 设 下 是 丈 : 上任 给 一 贺 , 则 工 中 的 动 点 
CE ,7 人 除了 满足 球面 方程 (5)(i) 之 外 ， 还 满足 一 个 线性 
方程 ， 

《9) 4 十 召 ? 十 CE 十 万 一 口 . 

用 变 摘 式 (6), 即 得 全 的 像 
T={ Px, y, 0)} 
中 的 动 点 P(x, y, 0) 满足 下 述 方程 ， 

G) TBT 六 

1 十 和 十 区 2 


TOFRT 


+D=0, 
亦 到 

(9 ) (CHD) (x +) +2AX+2By+(D—C)=0. 
当 C+D*0 时 , (9') 说 明了 /是 a# 中 的 一 个 贺 , 当 C+D=0 
时 , 亦 即 YET, 则 (9 ) 说 明 T 是 mw* 中 的 "直线 圆 ”, 亦 即 包 售 
co 的 直线 加 

保 角 性 ， 设 站， Ys 是 于 "上 两 条 相交 于 卫 点 (P 关 入 ) 的 平 
滑 上 曲线; 了 ,7 了 : 分 别 是 YYz 在 已 点 的 切 向 量 ， 令 wi, xs 分 
别 是 过 六 点 .已 点 而 且 分 别 包 含 Th 7 的 平面 ,FT Pa 分 别 
是 mh, As 和 球面 本? 的 交 截 回 , 由 所 作 容易 看 出 下 和 Ta 在 书 
点 的 类 戎 等 本 六 和 Ta 在 已 点 的 夹 角 ,也 等 于 Ti 和 Ta 在 六 点 
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的 严 角 。 再 者 ,因为 极 投影 显然 保持 相交 与 相 切 关系 , 所 以 Y， 
Ya Ti T2 等 的 像 Y{， Ys, TY 也 有 
YY 在 已 点 的 夹 角 =11 和 厂 ; 在 了 ' 点 的 类 角 
{ 因 为 Y 和 Ti 相 切 , 所 以 YY 和 开 ; 也 相 切 ). 
令 m 是 已 :在 六 点 的 切 平面 , 则 re 和 区 平行 ,而 Fi 和 Ts 
在 不 点 的 切线 就 是 ra 站 ri 和 xn ra， 再 者 Ti 和 [本 身 就 
是 塌 线 ix 站 m 和 x* 门 xz,， 这 样 就 容易 团 出 , + 和 Ta 在 尽 点 
的 夹 其 等 于 Ti 和 TT 在 .Pp' 点 的 夹 角 , 因此 Y; 和 YY 在 呈 点 的 
夹 角 等 于 Y 和 在 PP' 点 的 夹 角 , 这 就 证 明了 的 保 角 性 . 
上 述 命题 2 充分 地 说 明 : 在 圆 与 角 的 研讨 上 ， 
于 和 rz# 一 天 LUfce 
可 以 说 是 完 余 “ 同 构 * 的 两 个 几何 模式 , 极 投影 也 是 周 构 喘 庙 : 
在 往 后 对 较 与 角 的 几何 问题 进行 研讨 时 ， 我 们 可 以 选用 其 中 之 
一 ,或 动用 两 者 之 长 来 加 以 解 管 . 
既然 = 是 同 构 ,我 们 自然 地 就 可 利用 来 定义 忆 * 上 关于 呵 
的 肥 英 对 称 ,方法 如 下 , 设 玉 是 于 :中 的 一 个 定 回 ， 
rT)=T'CnY, 今 pr D> 
为 使 下 图 可 交换 的 变换 , 即 


Tt. Pr SE 
了 | 上 Ar 二 =; ! Ber 
A -2 一 At 


1 
称 .p, 为 忆 * 关于 下 的 反射 对 称 . 

命题 5 设 P. 为 下 中 关于 定 贺 工 的 反射 对称, 则 对 于 
邯 反 叶 ， 所 有 直线 区 p(X) 都 通过 空间 申 的 一 个 定点 Cr，C. 
的 九 何 特 征 是 {CY: YY ET} 都 和 吕 ? 相 切 (如 图 8-5). 
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到 9-5 

[证 明 ] 图 为 是 昭 保 图 又 保 角 的 , 所 以 由 命题 ! 所 证 的 
Pr 能 特征 性 质 就 可 以 厦 出 改天) 和 着 之 间 的 英宗 是 ;任何 过 
蕊 与 pr 大) 的 王 ? 上 的 阅 者 和 下 正 交 。 笨 者 ,史上 的 圆 部 是 
一: 和 一 个 平面 的 交 截 。 在 下 上 每 点 作 和 相 锤 吉 的 下 的 切 
线 ,它们 必 交 于 一 点 Cr 令 天 为 直线 Cr 无 和 也 :的 别 一 交点 ， 
册 导 ?上 上 一 个 过 久 和 XX/ 的 加 也 是 一 全 过 沪 和 区" 的 平面 和 
王 : 的 交 截 ， 设 它 析 工 的 交点 是 了 1， Ys, 则 它 存 北 1 的 切线 就 
是 CrYi, 是 显然 和 工 正 交 的 ,因此 革 利 站 / 满 是 共和 pr(X) 
所 应 有 的 特征 性 质 。 这 也 就 证 明了 XX/ 二 pr(X) 对 任何 E 工 
儿 成 立 ， 著 P 是 呈 : 上 大 图 , 则 Cr 一 se, 同样 可 证 。: 

定型 1 对 于 任 给 一 国 工 一 王 : 或 “cms%， 其 对 应 的 反射 
对 称 :， - 

pr 他 王 或 Prime 机 - 

都 是 既 保 男 又 保 角 的 - 

{证明 ] 由 命题 2 和 pr 与 pi 之 间 的 关系 , 我 们 只 需 赛 证 
明 pr 或 pr 的 保 回 、 保 角 性 。 . 

;再 省 ,由 于 球面 在 宅 间 的 诡 转 对 称 性 和 p. 看 金 题 3 中 所 让 
的 立 你 几何 解 县 , 我 们 可 以 把 p. 或 p., 对 于 一 般 的 的 证 明 
归于 那 种 过 扩 点 的 下 的 特殊 销 形 儿 以 证 明 ， 但 是 在 这 种 情形 ， 
tr(F)=T, 是 "直线 加 "所 以 p."* 是 甬 夭 晓 保 四 久保 角 的 ， 这 样 
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也 就 简 洛 .灵巧 地 证 明了 任何 pr 或 p.' 都 是 既 保 团 又 保 角 的 ! 

上 述 定理 1 显示 了 圆 的 反射 对 称 是 加 与 角 的 几何 模型 的 
基本 同 构 , 它 是 图 的 及 何 的 基础 性 要 点 , 有 广泛 多 样 的 用 法 , 下 
商 只 是 几 个 初步 的 例题 . 

例 1 试 作 -- 平 向 x 上 加 站 ; 它 过 定点 P, 而 共和 定 圈 
T= (Oi Ri) (i=1, 2) 正 交 ， 

[ 解 ] 作 射线 DiP 和 Os:P, 如 图 8-8 所 示 , 分 草 在 其 上 取 


点 也 "了 Pi, 使 得 
OPi*OP=Ri, 
11 
6 {opOp- Rt. 
则 由 P, Pl, P: 三 点 所 定 的 贺 即 为 
《 随 己 点 与 的 位 置 不 同 ,如 己 点 
会 得 出 不 同 的 解 , 这 里 不 作 详细 讨论 .) 


E 加 同上 或 在 OO 上 ， 


图 8-8 转 8-7 
“全 2 设 T,T* 是 给 定 的 两 个 相 离 的 圆 , 试 作 所 有 和 和 ,Fa 
都 让 交 的 最 小 的 那个 图， 
[ 解 ] 如 图 8-? 所 示 ,在 线段 OOD: 上 分 别 取 Pi, Ps 两 点 ， 


合 得 


OPiOP,= R?, 
12 
(12) 《op om 三 
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则 所 宗 作 的 疝 就 是 以 PP: 为 直径 的 那个 辣 : 
【证 明 ] 和 TT 都 正 交 的 加 组 成 一 个 加 系 ,它们 也 是 项 
有 过 上 述 Pi, Pi 点 的 圆 , 其 中 最 小 者 显然 就 是 以 .Pi Ps 为 直径 
的 那个 阅 和 
例 3 没有 。 7 上 ( 域 王 ? 上) 的 八 个 点 好.C、 妇 、 尽 F, 
G. 且 ; 行 有 下 列 五 组 的 四 点 各 别 共 网 。 
(13) (A.F.B.R), (B.D.CHY, CE) 
(A.F.G.E), (B.D.G.F), - 
则 《CEE.G.DD) 这 四 点 亦 必 共 图 。 
[证 明 ] 因为 上 述 命题 中 只 未 及 人 的 概念 ,所 以 我 们 
可 以 运用 保 圆 变换 把 它 归 壮 五 =o 这 种 特 萄 情况 加 以 论 
证 , 在 这 种 情形 ，(13) 式 中 的 前 三 组 共 回 条件 就 是 {4. 下 ,B}， 
{B,D.C}, {C.E,4 备 自 三 点 失 线 , 即 有 部 图 8-8 的 情况 ，… 
联结 GF,GD 和 GE. 由 (A\F,G,E) 和 (8B8,D.G,E) 四 
点 鞭 圆 , 即 得 
Li+LA=x, L2+ LB 
文 因 加 
LItA2+AL3+AT LB+ALAC=8n, 
改 有 C3 十 ZC 一 r, 即 得 (C.EG. 肪 ?加 点 共 王 ， 
例 4 车 在 上 述 合 题 中 的 五 、4 两 点 盘 渐 接近 到 重合 的 被 
限 情形 ,部 得 > 
加 (44. 玉 .8) 和 图 (4、 互 ,、 避 ) 相 切 于 4 总 ， 
{e D.C. A), (4A. F.G., E), (B,D, 9 有 各 组 四 
点 具 图 ， 
则 (C,， 五 、G, 站 四 点 共 国 ， 
[ 注 ]】 于 将 4 点 设 为 ee， 则 上 过 命 呈 夫 成 图 8-9 的 情况 ， 
BFJCE.(B、D.G.) 四 点 六 瞩 ;所 以 很 容易 直接 证 明之 . 


“21T， 


第 二 节 ” 复 坐标 ,交叉 比 与 民 加 杰 换 


1 本 节 将 引进 此 标 ， 并 对 wx 上 (或 三? 上 上 ) 的 保 回 、 保 角 变 换 
群 从 解析 的 观点 加 由 研 讨 ， 对 于 一 全 欧 氏 下 而 ,通常 可 以 采 
用 钾 氏 灼 固 系 { (zy)f xy 瑟瑟， 也 可 以 有 骨 复 坐 标 系 
{2 一 Y 十 1 2EC}。 法 标 系 为 是 用 来 讨论 几何 问题 的 一 种 工 
具 ， 所 以 究 况 应 读 选 用 哪 一 种 的 唯一 依据 当 热 是 君 那 一 者 瞧 杯 
系 对 于 所 上 讨论 的 几何 问题 (或 性 质 ) 来 得 食用 ! 在 上 一 章 讨 论 
射影 右 题 时 , 宇 角 是 直线 {透视 投影 中 的 “光线 ), 布 且 每 条 直线 
都 要 极 上 一 个 瑚 穷 远 点 才能 合用 无 铺 , 因 此 在 上 一 章 中 ,用 来 
标 化 的 数 系 当然 饶 尼 LUfcaji 为 合用、 好 用 ， 在 这 一 章 请 褒 罗 与 
ti 由 第 一 节 的 结果 充分 说 明 只 应 该 对 全 平面 孝 音 个 

远 点 ， 所 以 不 难看 出 用 来 型 标 尼 的 数 系 当然 应 该 是 
oUt 4 
定义 在 平面 上 任 耻 一个 入 区 昌 标 条 yx x,y ER}, 
则 {z= 二 x 十 iy;z€O} 就 叫 散 x 上 的 - -个 复 夏 神 票 .12E€CU{cc}} 
冉 是 gw Ufteoi 的 -个 复兴 内 这 个 观点 及 看 ,z* 本 二 
也 就 可 以 想 成 是 一 条 " 复 射影 直 拒 "! ， 
2 


再 者 , 我们 可 以 利用 极 投影 映射 r:2sv# 招 上 述 ms 上 的 
复 稚 标 系 “移植 ” 到 只: 上 ， 羡 即今 在 极 射 映像 之 下 相应 之 点 取 
同一 复 些 标 . 

定义 在 zx* 上 (或 工 : 上 ) 由 所 有 ”图 的 反射 对 称 " 或 称 反 
射 ) 的 有 限 组 合 所 构成 的 奢 换 群 叫做 x* 上 (或 也 土 ) 的 保 省 保 
角 变 换 群 、 我 们 将 用 4(x*》( 或 4( 工 7) 表示 这 个 变换 群 。 本 
质 上 , 它 就 是 圆 的 几何 冯 型 的 自 同 构 群 . 


一 、A(m”) 或 A(Z ) 的 解析 表示 


在 世 或 于 取 定 了 一 个 复 些 标 系 , 也 就 是 选 定 了 一 个 好 用 
的 逐一 对 应 守 : 守 xz*e0* 一 VU fcoj， 设 工 是 2 中 的 -一 个 定 
蜀 , 六 一 rOT) 则 pr 和 Pr 就 可 以 用 一 个 “ 复 函 数 "rr 
CW>C*, 来 表达 , fr 一 fr, 就 是 使 得 下 述 图 解 可 换 的 那个 浮 教 ， 


开 Pr 和 
不 


(0 Pr a 
< 们 修一 这 一 个 “ee” 随 复 出 标 系 的 先 
了 二 全。 Ce 定 而 定 
这 祥 , 罗 的 反射 的 组 合 就 可 以 通过 上 述 复 变 函 数 的 组 合 来 表 过 ， 
这 种 解析 表示 法 不 但 篇 明 ， 而 县 便于 用 计算 来 探讨 4(z*) 和 
44( 王 5 的 性 质 ， 
[ 注 】 这 一 段 的 讨论 类 似 于 用 答 阵 表 法 来 计 座 线性 变换 
群 ， 鲜 中 元 类 的 复 函 数 表 法 是 依 束 于 复 此 标 系 的 选 定 的 ， 不 同 


,对 于 一 个 选 定 的 揽 坐标 系 za 闪 C#,， 让 我 们 梁 答 一 看 
40z 或 4 站 中 某 些 元 素 的 " 复 孟 散 囊 式 ”. 
"213“ 


对 于 g€ 4(nt[ 或 六 1grE A 民 2 我们 用 竺 号 "到 一 gz) 
未 示 它 的 复 本 数 表 式 。 
(i)》 设 [Cr 就 是 由 实 轴 所 成 的 加 , 即 T'={zEC; 
z# 寺 2} , 则 9= Pr, 的 函数 表 式 是 ， 访 二 3。 
' 民 攻 》 设 本 Cn Ts {2EC; 1zJ=R}, 则 2 二 pr 的 函 
数 表 式 是 ， 
(15) x“= 生 . 


《ii 平移 ，x* 上 的 一 个 平移 可 以 由 两 个 关于 平行 直线 的 
反射 对 称 组 合 而 成 ， 它 的 函数 表 式 是 : 


(16) W=2+o a€cC. 
(iY) 放大 : 设 Ti 一 人 EC 1 引 i 一 Rca*(i=1, 2), 则 
: po 了 > 重 ， 
pra: EE > /A() 
所 以 ， 


pm psa? (Rs, 
即 , 衣 大 变 模 可 以 由 两 个 关于 同心 向 的 反射 对 称 组 合 而 成 , 它 的 
汝 数 表 式 为 ， 
17) W=h?, kD. ， 
、《〈Y)》 旋 粮 ，z*# 上 绕 原 点 的 a- 角 旋 苇 可 以 由 关于 两 条 交 
于 原点 , 天 角 为 a/2 的 直线 的 反射 组 合 而 成 , 其 国 数 表 式 为 
(18) W = 2. 
， 定理 2 A(n*)[ 或 .4( 守 ?)] 中 的 任 给 元 素 g 的 函数 表 式 都 
可 以 每 成 下 述 两 种 形式 之 一 


2 


: tb 或 “太一 号 本 
(19) 1 或 开 tra 。 


其 中 ay, bc EEC,ad 一 c6 一 1， 反 之 ,任何 能 用 上 趟 之 一 表 
达 的 变换 都 是 4( mx# 并 或 4( 忆 ?中 的 一 个 元 素 。 

[证 明 ] (i 》 不 难看 出 ,任何 两 个 可 以 写成 (19) 式 所 示 形 
式 的 函数 的 复合 ,依然 是 这 种 形式 的 一 个 函数 。 再 者 ,路 4(rt) 
的 定义 ， 它 的 任 一 苑 素 都 是 围 的 反射 的 组 合 ， 所 以 我 们 只 需 证 
明 , 对 于 任 给 一 贺 Fi= {zEC; jz 一 co|= 玉 } 的 反射 都 能 写成 如 
下 的 形式 ， 

， az+b 一 
(19 ) We ad —bc=1, 


现 证 明 如 让， 

如 图 8-10, 由 加 的 反射 的 几何 定义 得 忽 

(20) (Wr a0) (ZF—0)=R, 
解 出 即 得 

(21) = ER 二 go= 0 十 《及 一 [aol2) 


2 一 由 Z 一 oo 


fo 
1 和 31ai 评 


可 
RR 
(ii) 友之 , 征 何 -一个 能 用 (19) 
式 这 种 函数 式 表达 的 变换 ， 都 不 难 
分 解 万 前 述 (i) 一 (v) 的 组 合 ， 所 以 “ 
它 当 然 是 一 个 改 于 发 z 约 的 变换 。 
[ 注 ] 一 个 gE€ .4(z*)[ 喜 
A 三 "能 写成 


Wo ope 四 86-10 
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这 种 形式 的 究 要 条 件 是 它 能 分 解 成 偶数 个 圆 的 芭 射 的 组 合 ， 所 
以 叫做 钢 元 演 ， 间 了 理 ,一 个 能 写成 


这 种 形式 的 充 要 条 件 是 它 能 分 解 成 奇数 个 画 的 反射 的 组 合 
以 叫做 而 元 素 - 
现在 对 wx# 上 任 给 有 序 四 点 , 4, B,C, DD, 设 它们 的 坐标 
分 别 是 五 , 2s, za zw 我 们 定义 
{zs~2) , (2.22) 


RAAB: CD Ra erst) (asa) "(212 ). 


称 尼 (AB; CD) 为 4, B,C, 记 D 的 灾 责 比 , 其 中 汰 有 -一点 (例如 
也 ) 为 无 穷 远 点 oo, 则 可 定义 
ROAB: Coe) Raza s400) = 

不 蕉 署 出 ， 上 述 定义 的 交叉 比 和 前 一 意 中 的 直线 上 四 点 的 
交 义 比 有 着 相 阿 的 性 质 ， 并 且 R(AB; C 万 ) 的 值 是 实数 的 充 要 
条 件 是 4, B,C, 也 四 点 共 柄 (读者 良 证 ). 

由 于 也 (4B; CD) 在 线性 分 式 代 澳 之 下 是 不 变 的 ,因此 , 结 
合 定 理 3, 立即 可 得 下 面 的 

推论 设 gE4(nx) 为 一 偶 ( 或 奇 ) 元 素 , 则 有 

(22) {0AB1CD) -RAY BY (CY DY), Rw 

?NRCUABCD)=R a A BGC) DN). 

定理 5 一 个 偶 元 素 gE 4(x*) 由 它 在 三 点 所 取 之 * 值 ” 叭 
一 确定 ， 再 者 , 设 {4, B,C} 和 {47, B',C 小 是 任 给 的 两 个 三 点 
组 , 则 存 夺 一 个 唯一 的 偶 元 素 9€ .A(x*), 使 得 

(24) gog( A)=A’, HB)=B'’, gC)=C. 

【证明 ] 设 康 , B,C 为 x# 革 任意 取 定 的 宇 点 ,也 为 x% 的 
动 点 ， 消 有 汪 个 偶 元 素 g，92& A(z*) 具 有 关系 
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(25) gn A)= ,A), (BI=g(B),g(C)= gC), 
亦 即 gx! g, 是 一 个 使 4、 B.C 固定 不 动 的 偶 元 喜 ， 则 井下 
论 知 ， 

(26) RAB; CA RCAB: Cai' gq( XY) 

=> 9 (X=X 

再 省 , 设 4, B,C 的 复 上 晓 标 分 因为 8,8,c; 丽 A B/C 
的 复 华 标 分 别 为 a1, b,c/。 册 推论 可 知 求 作 的 元素 gE .Cx*) 
示 表 式 应 该 满足 
{27) Rob; c2)= RCar brs crw). 

尖 , 我 们 也 可 以 从 (27) 式 将 w 天 成 = 的 分 式 线性 函数 。 山 定 
这 样 Ll- 油 痕 也 就 唯一 地 苔 定 了 所 求 的 变 沉 、 

通过 上 和 的 分 析 我 们 看 到 ，4《Cx*X( 或 4( 王 ? 疗 下 的 任 瘦 下 
素 g 是 4 或 于 上 的 点 之 间 的 一 对 一 变换 ， 并 且 具 有 保障 你 
人 久 性 .自然 地 我 们 相间 ，x*( 或 己 *) 上 的 点 之 卫 的 任何 一 个 一 对 
一 的 昌 保 圆 操 角 的 变换 是 葵 必 定 属于 A(x*)( 下 -A4( 本 '))? 也 训 

是 问 ， 这 种 变换 是 否 必 定 是 加 的 反射 对 称 的 有 限 组 合 ” 刘 次 上 
确实 如 蛇 ， 即 我 们 有, 

定理 4 设 f:a*>a# 吓 一 个 保 昭 保 角 的 一 对 一 的 朗 鬼 ;网 
f€ A(n*), 

【证 明 ] 央 为 / 基 一 对 -一 的 变换 ,所 以 避 害 逢 在 点 -AE mt， 
使 得 碎 4)=o， 先 假定 .Am 记 B= foe)， 再 枉 慎 一 点 
fA(G)*B， co, 因 测 C4, o9， 册 定理 3 可 乱 ， 唯 +. 存在 偶 元 
案 gEACn*), 满 足 ， 

oo)=4, MAB*%0, gf(CN)=C, 
于 是 5 Ar->ms 是 -个 保 回 保 多 的 一 对 一 变 据 , 且 
OA)=A. Hm oo 0)=C. 
:由 二 号 ce) 一 co， 所 以 有 站 的 保 团 性 可 知 9 将 纤 启 直 虑 弃 
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为 直线 ， 设 ! 为 过 4、C 的 直线 ,那么 几 世 -人 = 二 和 了 CC)=C， 
可 得 妆 (1)=1， 更 进一步 可 以 断定 ; 对 1 上 任意 点 D， 都 有 
总 站 ) 一 妃 ; 反 之 , 若 万 Ei 9(D)=DD'*DD, 和 如 图 8-11， 设 用 和 
分别 为 过 吕 和 有 D' 号 上 性 直 的 直线 ， 则 由 保 角 性 可 知 , 5 (五 ) 
应 为 直线 4E 与 志 的 交点 ， 或 是 已 关于 了 的 反射 对 称 点 G+ 
但 根据 同样 的 理由 ， 试 五 ) 又 应 读 为 直线 CB 与 1 的 交点 态 或 
上 关于 了 的 反射 对 称 点 了: 但 这 是 矛盾 的 , 所 以 妾 保 转 1 上 点 点 
不 动 ( 见 图 8-11)。 


图 68-11 名 3-12， 


现在 分 两 种 情况 来 考 磺 ， 

《i ) 设 存在 了 外 的 一 点 卫 使 得 如 五 ])= 厂 如 图 8 当 2, 记 
上 为 过 D.C 的 直线 ， 由 上 商 的 分 析 可 舌 # 上 的 任何 卡 在 生变 
挽 下 都 不 动 ， 于 是 , 对 任意 给 定点 了 Er*, 从 户 分 别 向 1.17 作 
事 线 , 事 足 分 别 为 下; 则 由 于 王 殖 ) 一 已 , 下 天) 一 万 以 及 保 
角 性 ,立即 可 以 断定 9( 卫 ) 二 P， 也 就 是 说 , 在 这 种 情况 下 ; 马 是 
3# 上 上 的 恒 等 变换 , 即 g'/=idx*, 所 以 f=g"'€ A(x*). 

( 半 》 对 任意 点 EL 部 有 三 已 ) 关 已 ， 如 图 8 一 135 有 ;jz 分 
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删 表示 过 己 ， 4 和 PP, C 的 直线 ， 则 出 保 角 性 , 砖 二 ) 和 误 ) 分 
别 为 和 上 关于 1 的 反射 对 称 象 直线 ， 因 此 并 了 ) 为 这 两 条 称 
走 线 的 交点 已 ，， 即 是 卫 关 于 1 的 反射 对 称 点 ， 所 以 gf 和 =ps， 
从 而 f==g71+ Pi €E ACn*). 

”仿照 上 述 讨 论 ， 读 者 不 难 完成 对 天 ce) 一 ce 的 情况 的 
证 胡 ， 


P 
全 8-13 


， 共 轴 圆 系 
在 解析 几何 中 ， 息 们 首 学 过 交办 直系 ,其 解 季风 定义 如， 
定义 ” 设 有 x* 中 的 两 个 陋 芽 ,,; 厂 ;, 其 方程 汶 
(28) LT ty Ht2Dxt2By + m0, 
Ta: xy 十 2Dir 二 28 十 Fa 一 0. 
草 所 有 能 裘 成 


(29) 


Pit Hs (fF y+ 2D,x 42E1y+F1) 
tHEty taDsr tay + Fi)=0 
下 


的 图 所 组 成 的 圈 条 (7 是 个 参数 ) 出 做 出 Ti, Pas 所 产生 的 共 轴 
国 系 . 
命题 4 设 T 全 ,TT, 为 x* 中 的 滑 个 轩 , 其 方程 为 
To 十 2Dix 十 2 二 二 一 0 (i=1,2), 
则 工 , 和 Ts 所 相 上 交 的 条 件 为 
(30) 2 有 二 2 五: 本 一 (站 (下 
[证 明 ] 自卫 的 方程 得 知 其 圆心 坐 一 DD;, 一 BE,), 其 
半径 平方 为 尼 一 中 十 本 一 Pr(=1, 2) 人 备 比 , Tiy Fa 互相 正 
窑 的 条 件 是 
(31) OOi=(D, 一 Day (Ei —E:)= RI+R 
=(PI+ Ei-F)+( Dt EF,). 
整 香 后 ,好 得 条 件 式 (30)。 
推论 设 荆 , 工 ' 是 相 异 两 园 ， 则 所 各 和 荆 , "都 正 交 的 圆 
蛆 成 一 个 共 轴 圆 系 ， 
[证 明 ] 设 工 ,T 的 方程 分 别 是 
好 十 y? 十 2Dx 十 2 忆 y 十 忆 =0， 
XtFy+2D'x+2E'y+F’=0, 
Ti:(i=1, 2,3) 是 作 给 三 欠 和 荆 ,T' 部 正 交 的 加 ,其 方程 为 
“+y +2Dix+2Ey+ Fi=0(i=1, 2, 3). 


则 出 命题 4, 我 们 有 下 列 关系 式 ， 宙 
(32) { 20D aR CFE 0, 4 
2DiD'+2E EF +F’)=0, 


计 即 (Di, Ei, Pr) 景 上 述 两 个 线性 方程 的 三 组 解 ， 所 以 是 线性 
相关 的 , 这 就 证 明了 工 ; 属于 由 汪 ; ,Ts: 所 生成 的 共和 铀 圈 系 . 
推论 设 全 ,ToP 基 两 组 相 异 二 男 ， 若 开 和 
开工 都 正 诡 ， 则 工科 尚 然 巴 和 古都 正 交 ， 国 此 ,任何 
一 个 属 上 下, 开 记 生 成 的 共 轴 圆 系 都 和 任何 一 个 属于 下: 所 
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生成 的 鸭 系 的 男 正 交 . 
二 述 黄 个 共 轴 圆 系 之 间 的 关系 叫做 互相 共生 ，: 例 如 ， 
(i) 车工 , 语 ! 相 切 于 一 点 也, 则 本 ,Ts 也 相 支 于 点 卫 , 如 
图 8-14 所 示 。 


图 8-14 图 8-15 


《下 )》 着 PT 相交 于 已 , 驴 两 点 , 则 iT 的 圆心 O14, Os 
都 在 真 线 PQ 上， 再 谊 , P,Q 点 各 自 可 以 看 成 一 个 虚 困 ,它们 
都 属于 本 ,所 生成 的 共 轴 加 系 ,和 如 图 8-15 所 示 。 
设 九 疡 是 空间 中 和 开 : 具有 下 列 关系 的 两 条 直线 , 即 ， 
《ii 填 1 和 蕊 ? 租 切 于 卫 点 , 则 二 也 和 二 ?机 急 村 六 点 ,而 
且 1, 4 互相 慌 直 . 
,《 半 )》 著 二 和 :三 * 相交 于 也, Q 两 点 , 则 了 就 是 忆 : 在 P,Q 
点 的 两 个 切面 的 交 截 线 ; 反 之 ,车 1 了 和 和 完 : 不 相交 , 则 过 1 线 能 作 
并 的 两 个 切面 ,分 别 切 己 于 P. 旭 点 , 则 41 就 是 直线 PQ. 
我 们 称 户 /为 有 于 丈 * 互相 共 思 的 两 条 直线 . 
命题 (i ) 己 : 上 的 一 个 图 系 {PefE 矶 } 对 应 于 sz# 上 的 
一 个 共 负 轩 系 ( 芭 tr(l 外 是 个 共 轴 略 系 ) 的 充 区 条 件 是 
LE 加 ) 所 定 的 平面 (1E 妨 ) 孝 过 -条 直线 了 
《1) 设 4ofE 开 和 人 stE RI 是 它 * 上 的 两 个 共 轴 国 
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系 ( 即 如 ( 划 中 所 还 的 7 叫 获 它 们 的 轴 )， 则 {xTe):tER} 和 
tr(D4);1€ 民 } 互 相 共 锋 的 充 刘 条 件 是 1 二 1 各 入 共 轿 [读者 斌 
自 证 之 ]。 ， 


二 、 加 办 


定义 ”对 于 宏 间 的 一 个 定点 P, 所 有 过 PP 的 平面 组 成 一 个 

面 从 (bundle of planes), 我 们 将 以 符号 IT 表示 之 , 即 
~ I={r;b ER}. 

定义 ”一 个 面具 Tr 中 的 平面 和 天: 的 交 锚 台所 组 成 的 贺 
的 集合 叫做 王 : 上 的 一 个 加 从 ， 和 一: 上 的 一 个 贺 从 相应 的 ms 
上 的 加 的 集合 叫做 x* 上 的 一 个 圆 从 ， 例 如 ， 

(i) 设 P=N(DP* 上 的 北极 ), 划 TIs 中 的 平面 和 已 * 的 交 
规 罗 就 是 一 个 过 六 点 的 较 ， 它 所 对 应 的 x* 上 的 加 就 是 一 条 直 
线 .所 以 ,所 有 过 六 点 的 圆 组 成 习 上 上 的 阅 从 ， 它 所 对 应 的 中 
的 加 从 由 所 有 直线 加 组 成 . 

(二) 设 已 =O (的 球 心 ), 则 IIs 中 的 任 一 平面 各 的 
交规 国 就 是 一 个 大 加 所 以 ,所 有 二 上 的 大 加 组 成 一 个 加 从 -. 

{iii) 设 忆 为 位 于 球面 写 * 的 外 部 的 一 个 定点 , 如 图 8-4 所 
示 , 在 工 : 上 存在 一个 定 加 Ts, 它 是 由 也 点 向 己 : 作 训 线 的 切 点 
的 集合 ， 在 命题 3 的 证 明 中 ,我 们 曾 说 明 任何 过 忆 点 的 平面 和 
己 * 的 交 截 圈 都 和 本 下 交 ， 这 也 就 表明 , 在 本 上 和 定 疝 下 正 
交 的 所 有 加 组 成 一 个 国 从 , 同 枞 地 , 在 n* .上 和 定 赔 正 交 的 所 有 
贺 也 组 成 一 个 圆 丛 ， 

4( 忆 2)[ 或 drx 让 是 由 所 有 图 的 反射 的 复合 记 构 吕 的 变 
换 群 , 换 句 话说 ， 

{pws 工 是 已 中 的 二}( 址 {prs TT!' 是 za* 中 的 贺 >) 组 成 
4( 写 ?)[ 或 A(x*)] 的 "生成 么 "， 在 AC?) 或 4(0xt) 的 变换 之 
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下 , 恒 是 基本 的 不 变 事物 ! 角 则 是 基本 的 不 变量 . 
从 


这 

Bo 一 a* 中 庄 所 有 直线 疝 组 成 的 加 从 [上 述 过 ( 和 ]， 
C34) B= 写 ?中 由 所 有 大 图 组 战 的 圈 从 [上 述 之 (让 条， 

刀 二 x# 中 出 所 有 和 单位 贺 正 交 的 闸 组 成 的 图 人 只 [上 


述 之 (iii)]. 
Go 为 A(z*) 中 由 {pr: 下 EBo} 华 上 成 的 子 税 ， 
cs 为 4(232?) 中 由 {pri 开 拓 信 } 生 成 的 子 群 ， 
G: 为 4(m#) 中 由 {or;TEBa} 生 成 的 子 群 . 
不 难看 出 , 在 上 述 子 群 Go, Gi 和 @: 的 变换 之 下 还 有 更 多 的 不 
变量 : ， 

(i) 鲁 为 co En# 在 所 有 G 的 元 素 之 下 不 变 , 所 以 Go 也 
是 了 上 的 变换 群 ， 由 于 G。 是 由 所 有 关于 直线 的 反射 对 称 上 生成 
的 ,所 以 Gu 就 是 欧 氏 平面 r 上 的 保 长 变换 群 , 欧 氏 长 记 也 是 Gu 
的 基本 不 变量 ， 接 了 .Klein 在 获 名 的 Erlanger 纲领 中 提出 的 
观点 , Go 决定 的 几何 学 就 是 哆 几时 德 几何 . 

(入) 由 于 Gt: 怡 为 平面 己 * 由 所 有 关于 大 区 的 反射 对 称 生 
成 的 , 所 以 由 第 四 章 球面 几何 的 讨论 , 得 知 Gi 是 球面 几何 的 保 
长 变换 群 ， 球 面 巴 长 是 Gi 的 基本 不 变量 ，G: 决定 的 几何 学 就 
是 球面 几何 ， 

(省) 由 于 Gs 是 由 x* 中 关于 所 有 和 单位 图 正 交 的 画 的 反 
射 对 称 生 成 的 ， 但 是 每 一 个 关于 这 种 加 的 反射 对 称 显然 将 单位 
圆 的 内 部 变 为 单位 圆 的 内 部 ( 读 老 自 证 )， 因 此 ，G: 的 作用 保持 
单位 加 的 内 部 不 变 , 即 Gs 可 以 视 为 在 单位 忠 的 内 部 上 的 变换 
群 ， 而 日 ， 如 果 将 血 -- 条 在 单位 同上 内 部 县 与 6 赴 交 的 开 妈 弧 
(如 图 8-15) 视 为 新 的 几何 伐 型 (单位 加 内 部 ) 的 " 直 或 " ,那么 Ga 
就 是 关于 “直线 "的 反射 对 称 生成 的 变换 群 ， 


223 


该 是 与 单位 加 正光 的 任 一 关 ，pr 类 示 关 于 工 的 反射 
对 称 ,我 们 来 求 or 的 复 表示 式 

网 ( 凡 几 8-16)， 
因为 pr 将 内 部 六 变 为 
-、 5 内 部 四 不 妨 设 pr 将 访 中 复 
坐标 为 的 点 变 到 国 心 0， 十 
是 ,pr 必 将 读 点 关于 的 充 射 
一 对称 点 (复明 宗 为 二 ) 变 到 点 

,所 以 pr 可 以 表 成 


(36) W202 


其 中 z,EC,161<<1， 由 于 当 12z1=!1 时 , |w| 二 1 转 别 取 2 一 1 
即 有 


1413， 
所 以 , 如 二 ei9e ,从 而 由 (36), pr 的 复 表示 式 为 
(37) 请 = ei a€C,lalel. 
直接 计算 得 到 
(8) EA 
Cw i 
这 就 表明 度量 微分 形式 
= 4ldzl? 
《39) ds 01 


容 pr 下 不 变 ,从 而 也 在 G: 下 涉 变 ! 因 此 上 述 ds: 定义 了 单位 图 

内 评 避 的 一 种 Ga 不 变 踊 民 ， 在 这 种 几何 入 型 旋 中 ,一 个 正 交 

于 单位 加 5 的 园 浙 就 是 它 的 一 条 * 砷 线 "( 亦 即 测 地 线 )， 而 且 
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万 关于 任 给 一 条 直线 都 是 反射 对 称 的 ， 从 而 妊 -- 个 齐 性 铀 象 旋 
转 画 ， 现 在 米 看 一 看 它 状 定 的 是 何 各 用 何 ; 
如 第 六 剖 所 示 , 采 用 极 丛 标 系 (r, 9), 于 是 
2=r(cos G+isin 8), 
(39) 式 化 为 


(a0) 十 rd 


(ry 
令 皇 一 于, 即 取 (7， 0) 为 新 的 祝 毕 标 ， 那 术 , 她 标 诡 换 
式 为 


sl, 


zoln tr anh 
(a1) f 7=In Ir {7 tanh 3 
0=8 \ g=0 。 
雁 而 ,将 ?了 仍 沁 为 7, 则 ds? 化 为 
(42) ds’=dr:+sinh: rdgz 


出 第 六 章 妇 知 ，G; 你 万 中 臣 害 的 几何 丛 是 天 = 一 1 的 非 区 平 
面 抑 何 。 上 述 几何 模型 通 党 称 为 非 欧 几何 的 Poincaré 单位 本 
模型 ， 


习 题 
1， 试 证 , 关于 车 站 的 反射 对 称 中 不 共 线 两 对 对 应 点 
必 共 大. 
2。 利 用 第 一 题 证 明 关于 贺 的 反射 对 称 是 保 角 的 . 
3， 试 证 ， 同时 与 加 厂 正 认 的 两 鸭 的 两 个 交点 是 关于 
古 的 反射 对 称 ， 
4， 试 评 : 不 过 上 加 六 中 心 的 直线 , 它 关 于 及 反射 对 称 
的 象 是 过 下 中 心 的 … 个 赂 .及 之 亦 然 ， 
5， 试 耳 ， :不 过 古 由 心 的 贺 其 反射 对 称 的 象 仍 是 四 ， 
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6. 试 证 : 机 =eia 一 0 (0 是 实数 ) 是 把 上 半 平 面 变 
到 单位 圆 内 的 线性 变换 ， 克 ein 二 是 把 单位 团 变 人 
间作 的 络 性 
， 找 出 0 一 分别 与 1， 一 1, 0 对 应 的 线性 变换 . 
， 找 出 贺 周 |z|=2 到 |= 十 1 =1 的 线性 变换 ， 且 
使 一 2, 0 与 0 对 应 。 
9， 试 证 ，x* 上 四 个 点 共 贺 的 充 要 条 件 是 它们 的 复 交 
又 比 是 实数 ， 


结 语 


九条 学 是 一 门 源 迹 流 长 的 学 问 ， 它 所 研讨 的 课题 就 是 我 们 
生活 所 在 的 空间 ， 对 于 空间 的 探讨 ,我 们 的 确 是 得 天 独 厚 的 ;我 
们 生活 的 环境 是 高 度 透明 的 大 气 层 , 阳 光 普 照 的 大 地 ;我 们 又 各 
具 一 双 明 次 的 眼睛 以 及 光 这 个 “好 甚 手 "， 使 我 们 醋 能 胃 察 秋 这 
叉 能 过 望 普 窜 , 因 此 我 们 从 小 就 对 空间 累积 了 主 寅 的 感性 认识 ， 
世界 上 每 一 古代 文明 也 都 很 里 就 具备 了 充实 的 实验 几何 的 匆 
识 . 但 是 从 另 一 方 协 米 看， 空间 的 办 在 性 质 却 往往 是 非常 深奥 
的 ,从 本 书 各 章 各 节 世 概括 的 凡 何 学 进化 历程 来 着 ,我 们 现在 对 
于 空间 所 有 的 理性 认识 的 确 是 贸 经 紧 辛 得 来 不 易 的 。 例 如 不 可 
公 度 问题 在 几何 基础 论 上 的 根本 重要 人 性 和 历史 转折 ， 欧 部 克 斯 


遂 近 法 的 深远 影响 ， 连 续 作 的 明确 和 解析 描述 ,平行 公 设 的 挥 
讨 ( 历 时 近 丙 千年 1), 非 欧 几何 与 绝对 几 条 的 发 现 , 射影 几何 


学 的 兴起 和 变换 群 在 古典 几何 学 中 的 主导 地 位 的 明确 认 读 
(Erlangen Viewpoint), 都 是 历经 一 代 代 几何 学 家 庚 究 万 食 鲁 
而 不 舍 地 钻研 的 成 果 ， 称 它们 为 人 类 理性 文明 的 瑰宝 和 里 程 肆 
是 当 之 匹 馈 的 , 

表 许 ， 下 因为 空间 兼 具 丰富 的 直 现 和 深奥 的 内 在 本 质 这 种 
完美 的 组 台 , 在 几何 学 中 , 那 种 既 自 然 又 基本 ,而 且 令 述 简明 ,内 
容 深 刻 的 问题 真是 多 极 了 ， 而 且 是 非常 引人入胜 的 ， 这 些 前 
寻 球 、 发 大 深 岂 的 几何 问题 激发 了 世 世 代 代 的 凡 何 学 家 精益 冰 
精 地 开展 对 十 宗 间 概念 的 研究 与 探索 ， 而 及 尊 研 讨 的 过 程 牛 ， 
创造 了 多 影 多 资 的 科 堂 方 靶 , 折 展 了 人 类 在 息 相 舌战 的 帘 野 、 例 


“2827 ， 


划 欧 妃 串 德 的 几何 头 林 (或 者 说 得 更 山 巧 此, 它 所 记录 和 和 入 更 的 
十 希腊 在 几何 党 上 的 猴 煌 成 一 直 是 干 至 年 未 科学 家 们 治学 
的 典范 和 启蒙 隐 区 地 ， 总 之 ， 吉 典 几 僻 学 是 人 类 再 性 文明 的 -一 
个 宝库 ， 它 兽 含 车 不当 的 数学 思想 ， 休 现 着 绵 耳 多 彩 的 治学 方 
法 ,是 值得 恋 想 , 欣赏 体会 的 


928 


